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PREFAŢĂ 


Această carte se adresează studenţilor de la institutele de învă- 
tământ superior tehnic, în special celor de la profilul mecanic, şi 
cadrelor didactice de specialitate. De asemenea ea mai poale fi folosită 
şi de către studenții şi cadrele didactice de la alte forme de învățământ 
superior, materialul conținînd următoarele capitole de matematici: 
algebră liniară şi geometrie analitică, geometrie analitică în spațiul 
cu trei dimensiuni, geometrie diferențială şi ecuaţii diferențiale. 

Lucrarea are la bază cărțile [63], [58], [59], [51] pe care le com- 
Pletează substantial prin idei noi sugerate de întreaga bibliografie 
şi de problemele lucrate cu studenții. 

Faţă de culegerile de probleme de profil apropiat, prezenta se 
deosebeşte prin probleme originale elaborate de autori în cadrul 
activității din Institutul politehnic București, prin modul de îmbinare 
a notiunilor de algebră, geometrie și analiză potrivit actualei pro- 
grame analitice precum şi prin finalizarea soluțiilor unor probleme 
numerice cu scheme logice şi programe FORTRAN. Testele făcute 
cu studenții din Institutul politehnic Bucurdtti și discuțiile metodice 
purtate în cadrul colectivului Catedrei matematici I au arătat că 
această manieră de prezentare este impusă de nevoile actuale și de 
perspectivă ale învățământului superior tehnic. 

Mulţumim profesorului dr. docent Radu Miron de la Universi- 
tatea din Iași și profesorului dr. Valter Olariu de la Institutul 
politehnic Bucureşti pentru observațiile deosebit de utile făcute 
asupra manuscrisului. 
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CAPITOLUL 1 


ALGEBRĂ LINIARĂ ȘI GEOMETRIE ANALITICĂ 


§ 1. MATRICE ȘI DETERMINANȚI 


1,1. Fie Inem GP Nim 1,2 J= Le Ze hi). Orice funcţie A 
definită pe I„,„ se numește matrice de tip mX n. Valorile A (i,j) = ay 
se numesc elementele matricei şi ele sînt dispuse într-un tabel dreptunghiular 
cu m linii şi n coloane 


O matrice de tipul mxn se mai numește și matrice dreptunghiulară şi pre- 
scurtat se notează prin A = [4]. f 

O matrice de tipul m X 1 se numește matrice (vector ) coloană, iar o matrice 
de tipul 1x n se numeşte matrice (vector) lime. Dacă m = n, atunci matri- 
cea A se numește matrice pătratică, iar n se numește ordinul matricei. 

1,2. Matricea care se obține din A prin schimbarea liniilor în coloane 
(sau a coloanelor în linii) se numeşte matricea transpusă a lui A şi se notează 
cu TA, 

1.3. Fie K unul dintre cîmpuriie R sau C,iar Manx K) mulțimea matricelor 
de tipul mx n cu elemente din K. Adunarea matricelor şi respectiv înmulțirea 
cu scalari se definesc astfel: dacă A = [a] şi B = [by] aparțin lui Maxı( K), 
atunci A + B=[a,+ by] şi respectiv RA = [ha], ke K 

Adunarea matricelor are proprietăţile 

A+B=B-+A 
(A+B)+C=A+(B-+C) 
A+O=A 

A+ (—A)=0, 


unde O este matricea zero, iar „—A“ este matricea opusă lui A. 
Produsul dintre un scalar și o matrice are proprietățile 
IA=A 
(ADA = (A) 
(RA DA = kA + IA 
R(A + B) = kA + kB 
Precizare. În cele ce urmează matricele au elemente din K. 


1.4. Dacă A = [a,] este o matrice de tipul mx n, iar B = [b] este o 
matrice de tipul nX p, atunci prin produsul celor două matrice se înțelege 


matricea 
AB = 5 ab; | 


de tipul mx p. Înmulțirea matricelor are proprietăţile 
(AB) € = A(BC) 
A(B + 0) = AB + AC 
(B + £C) D = BD + CD 

Matricele X și Y cu proprietatea XY = YX vor fi numite matrice comu- 
żabile. 

1.5. O matrice pătratică A pentru care A ='A(A = —“A) se numește 
simetrică (antisimetrică). Orice matrice pătratică poate fi scrisă în mod unic 
ca suma dintre o matrice simetrică și o matrice antisimetrică. 

1.6. O matrice pătratică A = [4,,] care are proprietățile a, = 0, tÆ j 
și al așa a A, #0 se e pi matrice diagonală. O matrice diagonală în 
care ay = 1, = 1,2, ...,n, se numeşte matrice unitate şi se notează cu I 
Avem IA = “AT SÁ 

1.7. O matrice pătratică care satisface condiția AA = i se numește 
matrice ovtogonală. 

1.8. Dacă A este o matrice pătratică, atunci puterile naturale ale lui A 
se definesc inductiv: 

A? =I, A" = AA” pentru n= 1,2,... 

1.9. Fie mulțimea Jẹ, = (a, a, --:, 4). O aplicație bijectivă c: J, —> Ja 

se numește permutare a mulțimii J, Şi se notează prin 


| aa Xa TE, ) 
2 
c(a) clas)... c(a,) 
Signatura unei permutări o se defineşte prin 
_ _ f+ 1, dacă o este o permutare pară 
i m . v 
— 1, dacă ç este o permutare impară. 
1.10. Simbolul lui Kronecker, 
z = 1, dacă t= 7 
0, dacă i # j. 
1.11. Presupunem că indicii t4, is, ..., în ŞI Jis Ja, «++, În iau valori din mul- 
ţimea {1, 2, ..., m, unde m > n). Definim simbolul lui Kronecker generalizat: 
0, dacă întregii (i, iz, „.-, în) Sau (n, Ja, -s Jn) nu sînt distincti, 


0, dacă întregii (i tz, ... în) Şi (fo Ja «+» Ja) Sînt distincți dar 
mulțimile (71, a, -.-, i} ŞI {ja Ja, -s a) nU sînt egale 


dpi = € es, dacă întregii (în, t2, ---, în) ȘI (fu Ja ---, Ja) Sînt distincţi, iar 
mulțimile (14, t2, «+, tay ȘI (71 Ja, «+» Ja) Sînt egale, unde 


sai 5 îz sá k 
Ji J2- Jn 


1.12. Cu ajutorul simbolului lui Kronecker generalizat se defineșt 
simbolul e: 
eiei = Piz, ey jpj = hito 
și se constată că 
Bi sută e iat ij faca în 
citizen Siriana = jija 
1.13. Fie A = [a;] o matrice pătratică cu elemente din cîmpul K (numere 
reale sau complexe). Elementul din K definit prin 


n 
det A= $> eh aaa 
jis jase ja=1 


nin 


se numeşte determinantul matricei A şi tradițional se notează prin |&y| sau 


| Anl Ana ... Ann 


Vectorii [ap App, , Aml T= 1, 2, ..., 4, poartă numele de liniile determi- 
nantului, iar vectorii [a lap ---, duş] J = 1, 2, . n, poartă numele de coloa- 
nele determinantului. 

Numărul n se numește ordinul determinantului. 


1.14. Dacă A este o matrice pătratică și A este transpusa sa, atunci 
det A = det ʻA. De aceea orice proprietate referitoare la liniile unui determinant 
este adevărată și pentru coloane. 


1.15. (1) Dacă elementele unei linii (coloane) sînt respectiv sume de 
cîte doi termeni, atunci determinantul se descompune într-o sumă de doi 
determinanti. 


(2) Dacă elementele unei linii (coloane) se multiplică cu łeK, atunci 
determinantul se multiplică cu £. În general det (A) = /* det A, unde 7 este 
ordinul lui A și feK. 

(3) Dacă într-un determinant se schimbă două linii (coloane) între ele, 
atunci se schimbă și semnul determinantului. 

Consecințe: (i) Un determinant este nul dacă: are două linii (coloane) 
egale sau are două linii (coloane) proporționale sau una din linii (coloane) 
este o combinație liniară de alte linii (coloane). (ii) Valoarea unui determinant 
nu se schimbă dacă: schimbăm liniile în coloane de același ordin sau la ele- 
mentele unei linii (coloane) adăugăm combinaţii liniare formate cu elementele 
din celelalte linii (coloane). 

1.16. (Dezvoltările lui Laplace). Fie determinantul |4,,| de ordinul n 
atașat matricei A = [a,j]. 

Determinantul de ordinul n — 1 care se obține suprimînd linia 7 și coloana 7 
din |4,| se numește minorul elementului a, și se notează cu minor a, Numărul 
cof a, = (—Vii minor a, se numește complementul algebric sau cofactorul 
elementului aş. 

Avem 


DD ap COf dai = Sp det A, È app COf Apa = dp det A. 
i=1 k=1 


1.17. Matricele pătratice A pentru care det A # O (det A = 0) se numesc 
mairici nesingulare (singulare). 


1.18. Fie A o matrice pătratică. Matricea A` care satisface condițiile 
AA-! = AA = I se numeşte matrice inversă lui A. 

O matrice pătratică A posedă o inversă dacă și numai dacă det A z 0. 
Această matrice inversă se poate determina astfel: se calculează det A z 0; 
se face matricea transpusă, *A, și matricea reciprocă A+ (= matricea ale 


A+, 


cărei elemente sînt cofactorii elementelor lui ʻA); A7! ra 
e 


Matricea inversă unei matrice are proprietățile: 
CA) p (AY (AI) za A, 


(RAJ =- A-1, unde ke K — {0}, 


(AB) = BA, 


Cu ajutorul matricei inverse se definesc puterile întregi, negative, ale unei 
matrice nesingulare: 
As (AS, a= |, dee 


1.19. Fie A = (a) o matrice de tipul mx n şi p un număr natural 
<min (m, m. Prin suprimarea în matricea A a (m — p) linii și (n — p) 
coloane, se obține o matrice pătratică de ordinul p al cărui determinant se 
numește minor de ordinul p al matricei A. 

Dacă matricea A posedă un minor nenul de ordinul p, iar toți minorii de 
ordinul p + 1 sînt nuli sau nu există, atunci numărul p se numeşte rangul 
matricei A. Rezultă 


rang A = rang A, 

rang AB < min (rang A, rang B), 
iar dacă B este o matrice pătratică nesingulară, atunci 

rang AB = rang BA = rang A. 


1.20. Fie A = [a] o matrice de tipul x n. Următoarele operaţii se 
numesc transformări elementare. 

(1) Schimbarea a două linii (coloane) între ele. 

(2) Înmulțirea elementelor unei linii (coloane) cu un număr nenul. 

(3) Adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor corespondente 
din altă linie (coloană) înmulţite cu acelaşi număr nenul. 

Matricele obținute din matricea A prin transformări elementare au același 
rang ca și matricea A. Mai mult, în cazul în care A este o matrice pătratică 
nesingulară, matricea inversă A7! poate fi obținută cu ajutorul transformărilor 
elementare. 

1.21. Fie A = [a „] o matrice de numere reale sau complexe, de tipul 
MX n, ŞI bi, Do, soc, dm niște numere reale sau complexe date. O mulțime 
de ecuații de forma 


n 
(+) aut, = by Pl Dee 
il 
se numește sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute x; Printr-o soluție 


a sistemului se înțelege orice n — uplu (xi, X2, ..., Xa) care verifică toate 
ecuațiile sistemului. Matricea A se numește matricea coeficienţilor sistemului. 
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Fie B = ‘[b;, ba, ..., bm] Și X = [xi Xa, -o Xa]. Sistemul (x) este echivalent 
cu ecuația matriceală (**) AX = B. Matricea [A/B] se numește matricea extinsă 
a sistemului. 


1.22. Sistemul (+) este compatibil dacă și numai dacă rang A = rang 
[A/B]. 

Dacă A este o matrice pătratică nesingulară, atunci (*x*) are soluția 
X = AB. 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie multimea, 0< <l, Sh = ilsi matricea complexă A=[{ađy], 

k=l 
pătratică de ordinul n, ale cărei elemente au modulul cel mult egal 
cu unu. Să se arate că 293 Pebul tul? = 1 dacă şi numai dacă |ay| =1, 


k =, 2%, unde lanl înseamnă modulul numărului A 


n 2 
Soluţie, Fie |ap|= 1. Rezultă X> Y papi au =DE bibi = [Sa] =, 
Fie 0< <l, in Pele als, ir 5 Pibilâul? = 1. Rezultă 


> Al -5 Dhab = 1 şi prin diferență găsim 2 NAA (1— lay) = 
Rl 


=0. Deoarece toți termenii sumei din stînga sînt pozitivi, ultima egalitate 


implică dif — aul?) = 0. Deci Tau = 1, adică lau] => 1, 
Yk, leţl, y, 
2. Fie matricele 
ro La ax 
Ia 9 a 
iii 0 —h 0 beù — cah 
pe © k 0 o —aka —bka |’ 
O i 0 0 0 bu —au 
| —bcÀ akh —bu 0 —c 
L i caa DR a c o _ 


E = '[0, ..., (a + b) à, 0, —cu, a, b), 
1 = [0, ..., (a + D) à, 0, —cu, ad, bd], 
VI = RE 


g = Los unde 1=————, mata, R=Va FE, 
kva? + bi k 
Să se arate că: 
P? = —I + En, né = 1, 05 = 0, n0 = 0, fn = gi, 'bgb=g— tnn. 
Ansamblul (O, £, n, g) se numește structură metrică aproape cocomplexă 
pe R”, 


ll 


3. Fie (x, y, z, w) coordonatele unui punct din R! și matricele 


00 —1 0 1+y2 0 00 
sa] ai aa sat 0 tp 0 0], 

—1 0 00 4) 0 0 1+y ol 

00 00 0 0 0O ıl 


Să se verifice relațiile 

p =I — Én, WÉ = 1, 95 = 0, no = O, ‘n = gE, ‘ogo = g — n. 
Ansamblul (ọ, £, m, g) se numește structură metrică coprodus pe Ri. 
4. Fie matricele A = ya ra şi B= z a cu elemente dira 


(a A22 bar 22 

cîmpul K. 

1) Să se determine o condiție necesară şi suficientă pentru ca A și B să 
fie comutabile, adică AB = BA. 

2) Folosind rezultatul de la punctul 1) să se exprime A? în funcție de- 
matricele A și I. 

Aceeași problemă pentru matricea A`!, în cazul cînd A-! există. 

Aplicaţie la matricea A ah | 

R: 1) aA 4+ bB = cl.. 

5. 1) Să se dea exemple de mulțimi înzestrate cu operații de „înmulțire“ 
şi „adunare“ pentru care sînt adevărate identitățile (x + y)? = x? + 2xy +33, 
(ep ppa pay, 

2) Să se arate că relațiile din 1) nu sînt satisfăcute de matricele A = 
= i | B =|; | Ce modificări trebuie să facem pentru a obține: 
relații adevărate pentru mulțimea matricelor pătratice de ordinul n? 


R: 1) R, C, mulțimea matricelor pătratice (de ordinul n) comutabile etc.. 
2) (x + y = è 4 ay ya t 92, (xH y) (x y) = a — ya — 2. 
10 0 
i 10 


E O. 
şi să se determine A?, A? și apoi A”, ne N. 


6. Se consideră matricea A = 


1.00 
„ Să se verifice că A? =|2 1 Of 
a 2 LE 


1 0 0 
n i 0 

R: A = 
in m | 


7. Să se arate că dacă A? = A, atunci (A -+ I)” = I + (22 — 1) A, neN. 
Solutie. Utilizăm metoda inducției complete. 


Evaluăm (A + 1), ținînd seama de egalitatea din ipoteză și de faptul că. 
matricea I este comutabilă cu orice matrice. Obţinem (A + IP = I + 3A = 
=] +4 (22— DA. 
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Presupunem adevărată egalitatea (A + I)" = I + (2" — 1) A. 

Să arătăm că pe este aie a și pentru p -+ 1. Într-adevăr (A + I)™! = 
= (A + D (A + 1)" = (A + D [T + (2 — 1) A], 
(A + J =I + (2m1 — 1) A. De aceea egalitatea propusă are loc pentru 
orice mie A n. 

8. O matrice pătratică se numește stochastică, dacă elementele ei sînt 
nenegative și suma elementelor de pe fiecare linie este egală cu unitatea. 

Să se arate că: 

1) Produsul a două matrice stochastice de ordinul „ este tot o matrice 
stochastică de ordinul +. 

2) Puterile naturale ale unei matrice stochastice de ordinul n sînt matrice 
stochastice de ordinul z. 

3) Dacă liniile unei matrice stochastice sînt egale între ele, atunci toate 
puterile naturale ale matricei sînt i ia cu gs inițială. 


9. O matrice P= (Pl, î, j = Í, 2,2, Care are pirat 220, 
pu = tu = 1 se numește matrice dublu stochastic 


1) Să se mine N că produsul a două matrice dublu stochastice este o matrice 
dublu stochastică. 

2) Să se probeze că orice matrice dublu stochastică, care nu are toate 
elementele egale, conține o submatrice 


a b 
c d 
astfel încît min (a, d) > max (b, c) sau max (a, d) < min (b, c). 
3) Să se găsească forma unei matrice dublu stochastice care comută cu 
toate matricele dublu stochastice. 
4) Să se arate că produsul tuturor elementelor dintr-o matrice dublu 
stochastică de tipul n x n este cel mult 1/7”. Cînd este atinsă această valoare? 
10. Fie A = (4, o matrice pătratică ale cărei elemente 4, sînt funcţii 
reale diferențiabile pe o mulțime deschisă din R” şi fie d operatorul de dife- 
rențiere. 
1) Definim dA = [da,). Să se verifice relațiile 


d(A + B) = dA + dB, d(AB) = (dA) B + AdB. 


2) Fie A = det A. Să se arate că dA = Ada; unde A, este cofac- 


i, el 
torul elementului 4,;, iar n este ordinul matricei A. 

11. Considerăm funcțiile reale t, Ug, ..., 44, definite pe (a, b) pe care le 
presupunem derivabile de n ori. Determinantul W(x) = det [4ţ'-1(x)] se 
numește wronskianul funcţiilor tty, Ma, ...» a. Să se arate că W'(x) este deter- 
minantul matricei obținută din (24i-5(x SI prin derivarea ultimei linii. 

12, Să se determine matricea inversă pentru fiecare dintre matricele 
următoare: 


ji gg 
Di = 
sa i i MI SI se aa st 
1) = ; 2B=lo 2 o; 3 C= 
=] 4 E aie tu- 
00 oi 
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13. Se dă matricea complexă 


—a —b x —x 
—b —c yv —y 

A = - +i, ac — b? 0; d0. 
—yxy —v —d 0 ” 


Să se arate că 


c b 
—— — u u 
m m 
b a 
——— v v 
m m 
AT! = 
1 
=u —v ———4+w w 
d 
1 
—u —y wW — +w 
G 


unde u= (cx — by)/md, v= (ay — bx)jmà, w = (ay? — 2bxy + cx?)]md?, 
m= ac — b’. 
14. Fie M2x2(R) inelul matricelor reale de ordinul doi și M submulțimea 


matricelor a=] e '] cu a, beR. 
a 


—b 
1) Să se arate că l este un cîmp (corp comutativ). 
2) Fie C cîmpul numerelor complexe. Să se arate că funcția f: C — M 


definită prin f(a + ib) =| | este un izomorfism. 
—b a 


1 31% 
A a XI 
3) Să se calculeze z2 
AD a 
2 2 


Soluţie. 1) Fie matricele A, A'e M. Rezultă 


b d v atao bpt 
A A' = #4 l = f DM 
k [a a H.y a B +o) ap „|? i 


ital ë J a y iz, aa — bb ab + ba je 
—b all a —(ab' + ba) aa — bb 


Evident matricele —A şi 0 = ă A aparțin lui M, iar adunarea de- 


termină pe ð o structură de grup comutativ. 

Înmulțirea determină pe M — {O} o structură de grup comutativ. Într- 
adevăr ea este comutativă, asociativă ; matricea unitate de ordinul doi aparţine 
lui M — {0} şi orice matrice A # O este inversabilă, iar Ate M — (0). 
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Să justificăm ultima afirmație: pentru A # O avem det A = a + b #0 
şi prin metoda Gauss, de exemplu, obținem 


A; a b 1 0 să. 
| a 
—b a 0 1 — 
a bli 0 4 
2 b 
i Eea $ 0 "a 
a a a + b2 
a? —ab 
a 
a2 + b2 q2 + b? 
a+b! b i 
a a 
1 0 z o înc, PE A-L 
Mb Ep:t 
& ił ; = 


a2 + p2 a+ p2 
2) Funcţia f: C — I este bijectivă. Într-adevăr, ai + ib} # aa + iba 


implică fas + îi) | E Pila] e la rit) şi AER, ma + 
—bi a —b> aa i 


+ ibe C astfel încît f(a + ib) = A = În plus se constată că 


(21 + 22) = (za) + f(z2) și f(z) = f(z) f(22), Yz 236C. 
3) Se observă că 


4 3 cos% sin A zi 
2 2 ia 3 | ci (cos j sin z] 
_N3 t =m ps 
2 2 3 3 
Și 
1 SEE 
2o 2 = (cos T + i sin T) = ffoos 60 - E + i sin 60- £) = 
V3 1 3 3 3 3 
E 2 


© 
— 


= feos 207 + isin 207) = 101 + î0) =f T 


15. Fie matricea reală A ale cărei elemente sînt a; 
g= ln Baws h 


1) Să se arate că det A = 1 Ba. 
imi 


2) Să se determine A-1, 


Soluţie. 1) Mai întîi se folosește descompunerea unui determinant într-o 
sumă de doi determinanţi și apoi proprietăți ale determinanților 
1 + fi 0 + fibe 0 + Piba | d Ba 
"audă [UB td O + pepa |0 1...0 


O + Danhi 0 —- Pa Po L+ 43 | E se 


BE 00| |1 Pipe 0] 10... Piba 
pje imoa o G k mel Er 
fuga 0.1) 10 Aiel H pe g| 


2) Deoarece det A # 0, matricea A~ există. Căutăm pe A = [bp] cu 
elemente de forma bp = X + YPyPy Observăm că dp = Xda +H Pie T 


+ IPP + sbb ȘI fi dacă şi numai dacă v= 1 și yen ri Deci 
=1 
bir = òr — Ja 4 PP 


16. Fie A o matrice simetrică nesingulară, A! inversa ei și B o matrice 
pătratică de același ordin cu matricea A. Să se determine inversa matricei 


A+ BAIB —(A-1B) 
G= i 
| —A-B A- 


-1 t -1 
R: A` este o matrice simetrică și G7 = & Ba) f 
BA-1 A- BA-'B 
17. Fie G o matrice pătratică simetrică nesingulară de ordinul n și X, Y 
două matrice de tipul 1 X n astfel încît XG-1'Y = 0, XGA = YG Y = 
= — 1. Să se găsească determinantul și, cînd este posibil, inversa matricei 
H = G+ a'XX + b'YY. 
R: det H = — (1 — a) (1 — b) şi deci H este nesingulară < a # 1, b # l; 
H = G1— e dă = (XG?) (XG-1) — nar ; -HY G) (YG). 
— á zf 


18. Matricea A ale cărei elemente sînt a, = E3 - se numeşte nairice 
Var Yi 
Cauchy. i 
1) Să se verifice că 
det A= TJ (x, — x) (3—3) M (at 3) 


Igi<iga igi is. 
2) În ipoteza det A # 0, să se arate că 


ba = ( TI (+ Ya) (ar yA + 90 (IL (or — 2) T Os — Ya) 
Skan a 
sînt elementele lui Al. 
3) Care este suma celor n? elemente ale lui A-1? 


R: 3) (a t -F Za) H Gi a H Vahe 
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19. Matricea H ale cărei elemente sînt ky =- se numește ma- 


ta = 


irice Hilbert. 
1) Să se arate că orice matrice Hilbert este un caz; particular de matrice 


Cauchy. 
2) Să se găsească H~, Să se arate că fiecare element al inversei este un 


număr întreg, iar suma tuturor elementelor inversei este 42. 
20. Fie A = [a,] o matrice pătratică. Numărul Eai} -.. 4, se numeşte 
Bermanentul matricei A, Care este permanentul matricei 
LAL SED, IX 
IXI DXZ 2x is 


XI MXZ nX 


R: (n!)?. Există n! termeni. Fiecare termen are cîte un factor din fiecare 
` . ` * - > w 2 
linie și fiecare coloană, adică are valoarea (n !)*. 

21. Se consideră matricea Vandermonde 


1 i id 
Vi Aa s Xa 
E E 


1) Să se arate că det V = LI (x; — xi). 


2) În ipoteza det V # 0, să se găsească V- 
3) Care este suma celor n? elemente ale lui V-t? 


22, Se consideră matricea combinaiorială 


sy a a y 
Üa y Tp a Y 


y Ia lt 


1) Să se arate că det C = "Hx + ny). 
2) În ipoteza det C # 0, să se verifice că 
1 
by = (—y + ul + n) 
u= (=y + Bule H m) 
sînt elementele lui C7, 


3) Care este suma celor n? elemente ale lui C-1? 
n 


R: 3 ——. 
x+ ny 
23. Program de inversare a unei matrice prin meioda Gauss-Jordan. 


Fie A = [&;]E Maxu o matrice pătratică de ordinul n nesingulară. Se 
construiește matricea extinsă C cu n linii și 27 coloane, primele n coloane 
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conținînd matricea de inversat A, iar ultimele n coloane matricea unitate I 
de ordinul n. În urma transformărilor elementare 


Crj = Axl dup j = 2n, k | — 
Ci = Aus — aglr J =2n, k; î=l, 


se aduce matricea unitate Í în primele n coloane şi în următoarele n» coloane 
se obține matricea inversă A-L. 


Programul şi subprogramele necesare sînt (Fig. A.1) 


IC] 5| SUBPRØGRAM DE CITIRE ÎN MEMØRIE A UNEI 
MATRICE A(NXN) 


SUBRØUTINE CITIRE (N, A) 

DIMENSIØN A(N, N) 

READ (105,1) (A, J), J=1, N, I=1, N) 
1 | FØRMAT (10F6, 2) 

RETURN 

END 


IC] SUBPRØGRAM DE SCRIERE A UNEI MATRICEA(NXN)} 


SUBRØUTINE SCRIERE (N, A) 
DIMENSIØN A(N, N) 
DØ 1 I=1, XN 
1 | PRINT 2, (A, J), J=1, N) 
2 | FORMAT (11X, 10E12.2) 
RETURN 
END 


ICI SUBPRØGRAM DE ÎNMULȚIRE A2 MATRICE C(MXL)= 
= Á (MXN) x B(NXL) 


| SUBRØUTINE PRØDUS (C, A, B, M, N, L) 
DIMENSION AAI, N), BN, L), CM, L) 
DOLI=1,M 


| C DC DAC BB. 


|C| SUBPROGRAM DE COPIERE A UNEI MATRICE ÎN 
MEMORIE 


SUBROUTINE COPIA (N, A, Ta 
DIMENSION A(N, M), B(N, N) 
DØ 1 I=1, N 
DØ 1 J =1; N 

1 | BO, =A, J) 

RETURN 
END 
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sha 


tY U O 


Ego NN io i d 


SUBPROGRAM DE CALCUL AL MATRICEI INVERSE 

PRIN METODA GAUSS-]JORDAN 

INVERSA ESTE PLASATĂ ÎN LOCUL MATRICEI A 

S-A NOTAT: DET = DETERMINANTUL LUI A; EPS = 
= TOLERANTA ELEMENTULUI PIVOT 

SUBROUTINE JORDAN (N, EPS, A, DET) 

DIMENSION A(X, N), B(10), C(10), IZ(10) 

DET = |. 


W=A(I J) 
IF(ABS(W).LE.ABS(Y)) GOTO 3 
K= 

Y=W 

CØNTINUE 

DET = Y * DET 

IF(K.NE.I) DET = — DET 


| IF(ABS(Y).LT.EPS) GØTØ 10 


Y= 1/Y 


piin 
az 
ti? i 
0m 


e 
y 

zi 
i 


A 
CØNTINUE 
CØNTINUE 
CONTINUE 
BO 7 L= N 


= Í, N 
W=A(], D 
A(J, D= A(K, I) 
AK, J =W 
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9 CONTINUE 
I= IZ(K) 
IZ(K) = IZ(]) 
IZ) =I 
=I 

8 e 
7 CØNTINUE 
RETURN 
10 PRINT 11 
IN! FORMAT (11X; MATRICE SINGULARA!//) 
| RETURN 
END 
PROGRAMUL PRINCIPAL 
DIMENSION A(10, 10), B(10, 10), C(10, 10) 
| PRINT 1 
11% | FORMAT (26X 'INVERSARE DE MATRICE PRIN METODA 
| JORDAN 
(26X, 39 ='); 
READ (105, 2, END = 20)N 
FORMAT (I2) 
CALL CITIRE (N, A) 
PRINT 3 
3 FORMAT (26X 'MATRICEA A:'/26X, 11('=")/]) 
CALL SCRIERE (N, A) 
CALL CØPIA (N, A, B) 
CALL JORDAN (N, 1.E-3, A, DET) 
PRINI 6, DED 
6 FORMAT (26X 'DETERMINANTUL MATRICEI A ESTE: 
» | “JE 12:5//) 
| PRINT 4 
4) FORMAT (/26X 'MATRICEA INVERSA: '/26X, 22('=")//) 
| CALL SCRIERE (N, A) 
| PRINT 5 E 
|] FORMAT (/26X 'VERIFICAREA INVERSĂRII A + AINV = 
[| V/26X, 31 (=) 
CALL PRADUS (C, A, B N X N) 
| | CALL SCRIERE (XN, C) 

| GOTO 21 
20 ; STOP 

| END 


Exemplu numeric 
MATRICEA A: 


3 


N Dă 


Ui 


. 2000E + 01 . 5000E + 01 . 4000E + 01 
. 5000E + 01 . 2000E + 01 . 5000E + 01 
. 7000E -+ 01 . 1000E — 01 . 5000E + 01 


Determinantul matricei A este: . 24000E + 02 
MATRICEA INVERSĂ AINV ESTE: 


. 2083E + 00 —. 8750E + 00 . 7083E + 00 
.4167E + 00 —. 7500E + 00 „4167E + 00 
—. 3150E£ + 00 . 1375E + 01 —. 8750E + 00 
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Verificarea inversării A * AINV = (matricea unitate) 


„1000E + 01 . 1490E — 05 „1907E — 05 

„1907E — 05 . 1000E + 0! . 9537E — 06 

—. 2861E — 05 —. 1371E — 05 . 1000E + 01 
Fig. A£ 


24. Fie K un corp comutativ şi A = [aæ;] t = 1, 2, . m, j = 1, 2, 1, 
o matrice de tipul mx n cu elemente din K. Să se arate că rang A = 1 dacă 
și numai dacă există 4,, vye K (nu toate nule) astfel încît a, = tt; 

Solutie. Dacă a, = 49, atunci rang A = 1, deoarece liniile matricei A 
sînt proporționale. 

Presupunem rang A = 1. Aceasta înseamnă că nu toți vectorii linie sînt 
nuli și că dacă a, = (Apa, ang» Ann) £0, h = fix, atunci oricare alt vector 
linie 4; = (än, dz, -> Ain) este de forma a; = 7,4, adică aş = Yin Punînd 
i = Up Gap =, se obține ay = Mt. 

25. Se consideră circuitul din figura 1.1 în care E = 60 V şi conductorii 
au rezistențele 20. Să se determine intensitățile curenților care circulă prin 
conductori. 


Indicatie. Folosind legile lui Kirchhoff obținem sistemul: 
Iı — îi — Ia = 0, (nodul A) D A C 
Ia — îa — Ia = 0, (nodul D) | 
Is — îs — Ia = 0 (nodul C) 
Ia — îs — l, = 0 (nodul B) L 


lr + iw — ir = E (circuitul AFB) 


L 
Ia —- ior — ir = 0 (circuitul ADF) 


ia” — iş — i = 0 (circuitul DCF) 


l; 
Iir — îs? — izr = 0 (circuitul CFB} Fig. 1.1. 


26. Se consideră (vectorii) matricele 


Xi VW 
X=|:], Ysl: 
An Ya 


cu ajutorul cărora definim matricea A = I + X'Y. 


1) Să se arate că există vn polinom de gradul doi cu coeficienți reali, 
P(x) = a4? + Bu -+ y, astfel încît 


P(A) = 4A? + 8A + yI =O. 
2) În ipoteza ‘XY = O, să se cerceteze existența lui A~! 
3) Să se rezolve sistemul BX = Y, unde B = [b,] este dată prin 
P E 
by = | i fs 


x, t=} 


2] 


Soluţie. 1) Fie matricea P(A)= «A? -+ BA + yI = (x +8+yI+ 
+ (2a + 6) X'Y + a (X'Y) (XV) = (a+ B -+ y) I+ (2x + 8- p) XY. Con- 
dițiile a + B + y = 0, 2x + 8 + ọ = 0 determină coeficienții polinomului 
P(x), fiind evident compatibile. 

2) Se observă că 


1- xyi Via ew adu 
7 ARE E, = Xa V1 1 pi Xa Va. “aY 
wai wA wd $ A A 


și det A = 1 + xii + + Xaa = 1 + "XY. De aceea 'XY —0 implică 
det A = 1 şi deci A nesingulară. 
3) Matricea 


e Bi Bp 
B| P « Boef 
p P Paua 


este matrice nesingulară dacă și numai dacă «œ # B, ax B(1—n) și în 
acest caz 


w =p Diab 

pans — č! |- «a-p —B 

-B =B -pu a 
În ipoteza «3, B(1 — n), sistemul BX = Y are soluția unică 
X = B-1Y. Dacă «= 3 s 0, atunci sistemul BX = Y se scrie explicit sub 
forma a(x Pe F Xa) = Nio o (Ab cu. + 4) = Ya Si admite soluții numai 
dacă yı = ... = Ya; pentru a = B(1 — n) # 0 sistemul se transcrie (1 — 2) 
f yi Va . . .. . 
sit see PI = a sti sit t (1 — n) kim ri şi admite soluții numai 


dacă yı +.. + Na = 0; cazul «= B= 0 este banal. Explicitatea soluţiilor 
este evidentă, 


27. Programul FORTRAN pentru metoda lui Gauss de rezolvare a unui 
sistem liniar (Fig. A.2). 

1 5 | 
SUBROUTINE GAUSS 1 (N, A, B, X, DET, KAR, TØL) 
C KAR AM NØTAT RANGUL MATRICEI 
C TOL ESTE TOLERANTA 
DIMENSION A(6,6), B(6), X(6) 

INTEGER ORD(6) 
ES = | 

DØ 1 I=1,N 

1] ØRD(I)= 
Ni=N—! 

DØ 2 K=1, NI 
AM=ABS(A (K, K)) 

IM=K 
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N 


CONTINUE 
IF(AM.GT.TOL) GOTO 11 
KAR=K 
RETURN 
T=B(IM) 
B(IM)=B(I; 
B(R)=T 
DO 4 J=K,N 
T=A(IM, J) 
ACME ZAK, J) 


ATIM)=A(LR) 


C=—A(I,K)/A(R,R) 
B(I)=B(1)+-C + B(K) 
DO 6 J=K,N 

AT DA) CA.) 
CONTINUE 


| REZOLVAREA SISTEMULUI TRIUNGHIULAR 


X(N)=B(N)/A(N,N) 
DØ 20 K=1,N1 


DØ 21 L=NK1,N 
S=S+A(NK,L)*X(L) 
X(NK)=(B(NK)—S)/A(NK,NEK) 


t! DØ 7 I=1,NI 


DO 8 J=1,N 
IF(ØRD() .EQ.I) GOTO 9 


| CONTINUE 
| M=ØRD(I) 
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* 


CØNTINUE 

DET=1 

DO 10 I=1,N 

DETI=DET 
DET=DET=A(I,I) 
IF(DETI+DET.L1.0) RS=—! 
CONTINUE 

RAR=N 

RETURN 

END 


PROGRAMUL PRINCIPAL 


DIMENSION A(6,6), B(6), X(6), AS(6,6), BS(6) 
EPS=1.E—3 
READ(105,1)N 
FORMAT (12) 
READ (105,2) ((A(L,]), J=1,N), I=1,N) 
2) 


FORMAT (10F8. 
WRITE (108,3) 


FORMAT (20X, 'MATRICEA SISTEMULUI ESTE'/20X, 
26('=")/] 

DA 3d E 

WRITE (108,4) (A(1,J), J=1,X) 

FORMAT (11X, 10E12.4) 

DO 7 I=1,N 

BS(1)=B(1) 

DO 33 I=1,N 

DO 33 J=1,N 

AS(I, J)=A(I, 

CALL GAUSS 1(N,A,B,X,DET,KAR,EPS) 

WRITE (108,6) 

FORMAT (10X, 'METØDA LUI GAUSS CU PIVOT MAXIM 
NE FURNIZEAZĂ SOLUȚIILE”,) 

DO 9 I=1,N 

WRITE (108,10) I, X(I) 

FORMAT (10X, 'X(',12,) =", E12.5) 

WRITE (108,15) 

FORMAT (11X, "IN CALCULE S-A FOLOSIT TOLERANŢA, 
E12.5) 

WRITE (108,8) KAR, DER 


| FORMATI (11X 'RANGUL MATRICEI A ESTE:, I 2/11X'/ 


DETERMINANTUL 
MATRICEI A ESTE’, E12.5), 

WRITE (108,14) 

FORMAT (11X "VERIFICAREA SOLUTIEI OBTINUTE!/) 
DO 34 I=i,N 

B(I) = O. 

DØ 34 J=1,N 

B0) -BU LAS(L, eX) 

DO 11 I=1,N 

B(1)=BS/I1)—B(I) 

WRITE (108,40) I, B(I) 


40 FORMAT (11X 'DELTAB(,12/) =", E12.5) 
Sei 


STOP 
END 
Exemplu numeric 


S-a rulat sistemul 
1,5 x — 3,2 sa + 6 x3 + 4,5 x4- x5 + 0,3 xa = 0,82 


= 3,6 Xi -— 2.5 Xa — 1,8 Xa — 0,6 X4 + 2 Xe = 0,59 
3 xi — 5x: +0,7 %3 — 1,4 x4 — 4,2 %5 = — 3,92 

xı— 2x, +3; — 1,8 x4, + 11 x; = 1,91 

— 3,2 xı + 0,5 x2 + 2,5 x3 + 1,1 x4 + 3,8 x5 + 4,6 x = 1,89 
— 5x + %2 + 9,5 x3 . 3x; — 4x, = — 0,24 


S-a obținut soluția 


X(1) = .26064E + 00 
X(2) = .75560E + 00 
X(3) = .29061E -+ 00 
X(4) = .14330E + 00 
X(5) = .23970E + 00 


X(6) = .13292E -+ 00 


În calcule s-a folosit toleranța: .10000E—02. 
Rangul matricei sistemului este: 6. 
Determinantul matricei sistemului este: .30111£-1-05 


VERIFICAREA SOLUȚIEI OBŢINUTE 


DELTA B(1) = —.19073E—05 
DELTA B(2) = .95367E—06 
DELTA B(3)= .95367E—06 
DELTA B(4) — .10000E—07 
DELTA B(5) = .95367E—06 
DELTA B(6) = .19073E—05 

Fig. A2. 


$ 2. SPAŢII VECTORIALE 


2.1. O mulțime K împreună cu două aplicații ale lui KXK în K, numite 
respectiv adunare și înmulțire, care satisfac condițiile: 

(1) adunarea determină pe Æ o structură de grup comutativ, 

(2) înmulțirea determină pe K — {0} o structură de grup, 


(3) înmulțirea este distributivă față de adunare, se numeşte corp. Un 
corp în care înmulţirea este comutativă se numeşte cîmp (corp comutativ ). 


Precizare. Noi vom folosi în special cîmpul numerelor reale R și cîmpul 
numerelor complexe C. 
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2.2. O mulțime V se numește spațiu vectorial peste cîmpul K dacă admite 
(1) o structură de grup comutativ, notată aditiv, 
(v, w) —= v+ w; 
(2) o funcție f: K x V— V, notată prin (k, v)— kv, astfel încît Yk, 
leK, Vo, we V să avem 
lu=y 
k (lo) = (kì) v 
(k + l) v = kv + lu 
k (v + w) = kv + kw. 
Elementele lui V se numesc vectori, elementele lui K se numesc scalari, 
iar aplicația f se numește înmulțirea cu scalari. 
Un spațiu vectorial peste R se numeşte spațiu vectorial real. Un spațiu 
vectorial peste © se numește spațiu vectorial complex. 


2.3. Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul K. O submulțime nevidă W 
a lui V se numeşte subspațiu vectorial al luit V dacă 


(1) Vu, veW, u+ ve W, 
(2) Yke K, Yue W, kue W. 
sau echivalent 
Vu, ve W, Vk, leK, ku + luve W. 


2.4. Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul K și S o submulțime nevidă 
a lui V. Un vector ve V de forma 


p 
J= > ; ka, unde æesS, keK, 
= 


se numește combinaţie liniară finită de elemente din S. 

Mulțimea tuturor combinațiilor liniare finite de elemente din S este un 
subspațiu vectorial al lui V. Acest subspaţiu se numește subspațiul generat 
de subimiltimea $ sau acoperirea liniară a lui S și se notează cu L(S). 

2.5. Dacă W, și W: sînt două subspațţii ale spaţiului vectorial V, atunci 

(1) mulțimea 


Wi + Wa = (v da va] ue Wu, we Wg, 


numită suma dintre W, și Wo, este un subspațiu vectorial al lui V; 

(2) intersecția Wi N Wa este un subspațiu vectorial al lui V; 

(3) reuniunea WiU Wz nu este un subspațiu vectorial al lui V. Se 
observă însă că W: + W: = L(W, U Wo). 

2,6. Fie W, ṣi We două subspaţii vectoriale și ve W, + Wa. Descompune- 
rea v= v + v, Die Wu, ve Wo, este unică dacă și numai dacă WN 
N W: = {0}. 

Dacă W:N Wa = (0), atunci suma W, + Wa se numește sumă directă 
şi se notează cu W, O W2. În plus, dacă W, 0 W: = V, atunci W, și Wa 
se numesc subspații suplimentare. 

2,7. Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K. O mulțime $ de elemente 
din V este numită liniar dependentă dacă există o mulțime finită de elemente 
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distincte din S, să zicem v, ..., Vp, şi scalarii fy, ..., kp, cel puţin unul dintre 
$ 

scalari fiind diferit de zero, astfel încît 2> Ra; = 0. Mulțimea S se zice lintar 
= 


t 
independentă dacă nu este liniar dependentă; cu alte cuvinte pentru orice 
È 
alegere a elementelor ze S și a scalarilor k, relația kv; = 0 implică 
jæ: 


ki o = kp = 0. 

Uneori în loc de mulțime liniar dependentă respectiv liniar independentă 
se zice direct vectori liniar d2pendenţi respectiv liniar independenți. 

2.8. Fie S = (o, ..., dp) o mulțime liniar independentă și L(S) acoperirea 
liniară a lui S. Orice mulțime de p -+ 1 elemente din L(S) este liniar depen- 
dentă. 

2.9. Fie V ua spaţiu vectorial peste cîmpul K. O mulțime B de ele- 
mente din V este numită bază pentru V dacă B este liniar independentă 
și generează pe V. Spațiul V se numeşte finit dimensional dacă posedă o 
bază finită sau dacă V = {0}. În caz contrar V se numește infinit dimensional. 

2.10. Dacă V este un spațiu finit dimensional, atunci orice două baze 
ale lui V au același număr de elemente. 

Dacă V are o bază formată din n elemente, atunci numărul n se numește 
dimensiunea lui V. Se scrie dim V = n sau V, 


2.11. Orice mulţime de vectori liniar independenţi din V, este o submulțime 
a unei baze. Orice mulțime formată din n elemente liniar independente din V, 
este o bază a lui V,. 


2.12. Fie B = {e}, ez, ..., et o bază a spaţiului vectorial V,. Orice vector 
ve V se exprimă unic în forma 


n 
v= P ue 
i=1 


Numerele x, se numesc coordonatele lui v în raport cu baza B, iar bijecția 
f: V — K” definită prin v — (x1, %2, ..., Xa) se numeşte sistem de coordonate pe V. 


2.13. Dacă în V, este fixată o bază B, atunci se preferă identificarea 
Vi (i, Kian he În acest caz ku = (Rara, Ra, «eo RX) ȘI dacă w = (yi, Yo, 
eo Ya), atunci v + w = (x1 + Yo X2 +F Yz s Xn F Ya) 


2.14. Fie V, un spațiu vectorial peste cîmpul K, A = [a] o matrice 
pătratică cu elemente din K și B = fe,, €z, ..., €a} O bază a lui V,. Mulțimea 


n 
B' =4e! =J ae, i= 1, 2, n} este o bază a lui V, dacă şi numai dacă 
j=t 
det A Æ 0. 
| Dacă B = (eu ea, sns a şi B c= fe, e2 sata GF sînt baze ale lui V,, 
iar x, respectiv x; sînt coordonatele unui vector v în raport cu B şi B’, 
n 
ătunci = d Ag ti iy 2y cot 
t 2 F hd > Lă 1 
xi xi 
t 
Notînd X =| %2|, A =[a;], X’ =|% | avem scrierea matriceală X = AX’. 
Fa Ak 
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2.15. Fie V şi W două spații vectoriale peste cîmpul K. O aplicaţie 
S:V — W care satisface 
S(u + v) = F(u) + 5() 
T(ku) = kF (u), Vu,veV, YkeK, 
se numeşte transformare lintară. O transformare liniară bijectivă se numește 
izomorfism. 


Două spații vectoriale V și W peste cîmpul K, de dimensiuni finite, sînt 
izomorfe dacă și numai dacă au aceeași dimensiune. 


2.16. Fie V un spațiu vectorial real. Pe Vx V definim operațiile 
(u, v) + (x; y) = (u + x, v + y), 
(a + ib) (u, v) = (au — bv, bu + av), 


unde a + ibeC. Se arată că VXV este un spațiu vectorial peste C. 


Spațiul vectorial complex V x V se numește complexificatul spațiului V 
şi se notează cu CV, 


Se observă că (0, v) = i(v, 0) şi dacă admitem identificarea (u, 0) = u, 
atunci (u, v) = (4,0) + (0, v) = ú -+ iv. Deci €V = V Ọ (iV), unde iV = 
= {(0, v) | ve V}. 

În particular, CR* = C". 

2.17. Fie V un spațiu vectorial complex. Spațiul vectorial real RV care 
coincide cu V ca grup și în care înmulțirea cu un număr real se face ca în V 
se numește trecerea în real a lui V. În particular, RC" = R”, 

2.18. Fie V un spaţiu vectorial complex. O aplicaţie (v, w) definită pe 
V x V și cu valori în C care are proprietățile 

(v, w) = (w, v) 
(u, v + w) = (u, v) + (i, w), 
k(v, w) = (kv, w), Yke C, 
(v, v) >0; (v, 3) = 0S v =0, 
se numeşte produs scalar pe V. 
Axiomele precedente au următoarele consecințe 
(v, kw) = k(v, w), 
(u + v, w) = (u, w) + (v, w), 
inegalitatea lui Schwarz |(v, w)|? < (v, v) (w, w). 

Dacă V este un spațiu vectorial real, atunci în definiția precedentă C se 
înlocuiește cu R, axioma (v, w) = (w, v) se înlocuiește cu (v, w) = (w, v), 
iar consecința (v, kw) = k(v, w) devine (v, kw) = k(v, w). 

2.19. Un spațiu vectorial (real sau complex) pe care s-a definit un produs 
scalar se numește spațiu euclidian (real sau complex). 

2.20. Fie V un spaţiu euclidian. Funcţia || ||: V—AR, definită prin 
= V(o, v) este o normă. Cu această noţiune inegalitatea lui Schwarz 
se transcrie |(v, w)| < lol] |] 


. 
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2.21. Proprietățile normei care nu depind de alegerea produsului scalar 
pe V sînt următoarele 


|] > 0 pentru v # 0, |o] = 0, 
lkoll = || lol], k = scalar, 


| 


2.22. Un spațiu vectorial dotat cu o normă se numește spațiu vectorial 
normat, Un spațiu vectorial normat în care norma provine dintr-un produs 
scalar se numeşte spațiu prehilbertian. 

Un spațiu prehilbertian complet (în sensul că orice șir Cauchy de elemente 
din spaţiu este un șir convergent) se numește spațiu Hilbert. 

2.23. Fie V un spaţiu vectorial normat. Funcţia definită prin d(u, v) = 
= |ju — v|| este o distanță pe V, adică satisface relațiile: 


v+ wl] < lol] + lw]] (inegalitatea triunghiului). 


d(u, v) > 0; d(u, v) = 0 & u = v; 
d(u, v) = d(v, u) 
d(u, v) < d(u, w) + d(w, v), Yu, v, we V. 


Astfel orice spațiu vectorial normat este un spațiu metric. 


2.24. Fie V un spațiu euclidian real și v, w doi vectori nenuli din V. Prin 
unghiul dintre v și w înţelegem numărul be [0, n] definit de egalitatea 


pp W HU. 
-Mellel 
2.25. Fie v un vector nenul din spațiul euclidian V. Vectorul e =- v 
se numește versorul lui V. Evident |je!| = 1. Ie 


2.26. Fie V un spaţiu euclidian. Doi vectori din V se numesc ortogonali 
dacă produsul lor scalar este nul. O submulțime S c V se numește mulțime 
ovtogonală dacă (v,w) = 0, Yv, weS. O mulțime ortogonală se numește 
orlonormată dacă fiecare vector al său are norma 1. 


2.27. Orice mulţime ortogonală de elemente nenule dintr-un spațiu eucli- 
dian V este liniar independentă. În particular dacă dim V = n, atunci orice 
mulțime ortogonală alcătuită din # elemente nenule este o bază a lui V. 

n 

2.28. Fie B = (e,, ez,..., ĉn} o bază ortogonală în V, şi v = 2 ae, un 

+=l 


vector oarecare. Coordonatele lui v au expresiile 


e et. d 1 
(ĉis &) 
În particular dacă B este o bază ortonormată, atunci +, = (x, 6). 


Coordonatele unui vector în raport cu baza ortonormată a spațiului cucli- 
dian se numesc coordonate euclidiene. 


2.29. (Formula lui Parseval ). Fie B = {¢;, ea, ..., ep O bază ortonormată 
din V,. Pentru orice doi vectori v, we V, avem 


n 


(v, w) = È> (v, e) (©, e). 


i=l 
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În particular 


lloll? = Ze, e) P. 


2.30. Orice spațiu euclidian finit dimensional are o bază ortonormată. 
Demonstrația acestei teoreme se reduce la procedeul de ortogonalizare Gram- 
Schmidt. 

2.31. Fie V un spațiu euclidian şi S o submulțime a sa. Un vector din V 
se zice ortogonal lui S dacă el este ortogonal pe orice vector din S. Mulțimea 
tuturor vectorilor ortogonali lui S se notează cu SŁ, 

SŁ este un subspațiu vectorial al lui V. În cazul că și S este un subspațiu, 
atunci SL se numește complementul ortogonal al lui S. 

2.32. Fie V un spațiu euclidian și W un subspațiu finit dimensional al 
lui V. Avem V =W @ W4, adică orice element ve V se poate exprima unic în 
forma v = w + wt, unde we W şi wte W4. În plus |j? = ho? + jaf? 

Fie B = {e}, €z, ..., En) O bază ortonormată a lui W și v un vector din V. 

"n 


Vectorul w = 90 (v, e) e, se numește proiecția lui v pe subspațiul W. 
1 


i= 


Exerciţii şi probleme 


1. (Spaţiul vectorial aritmetic). Fie K un cîmp oarecare cu ajutorul că- 
ruia construim mulțimea K” =K x K XX... X K = (A, fo, meu, Ra) Re K}. 
Vă = (Xis Xor os Xa) Y = (Yis Nas oes Ya)e K” definim 

x -fr y = (x1 + Ni Xa $ N2 e Ñn He 4) 
kx = (Ra, RXo, as Răi), VRER. 
Să se arate că mulțimea K” este un spațiu vectorial peste K. 


2. Fie cîmpul K, ale cărui elemente sînt O și 1, iar operațiile de adunare 
și înmulțire sînt definite după cum urmează 


e i 1 E 
Jojoļa) EIERE 
lia s EN O c O E: 


1) Să se organizeze Kia = Ko X K ca spațiu vectorial peste Kip. 

2) Cite elemente conține acest spațiu? 

3) Să se arate că oricare ar fi we Kî, avem w + w = (0, 0). 

3. Să se arate că mulțimea Mmxa(K) a matricelor de tipul mXn cu ele- 
mente din cîmpul K este un spațiu vectorial peste K în raport cu adunarea 
matricelor și înmulțirea dintre un scalar și o matrice. 

4, Să se arate că mulțimea K[X] a polinoamelor în nedeterminata X 
cu coeficienți din cîmpul K este un spaţiu vectorial peste cîmpul K în raport cu 
adunarea polinoamelor și cu înmulțirea dintre un polinom și un element din K. 

Solutie. Fie f, g, heK [X], f= ao + ară +... + ana”, g= b + 
+X... H bp X", h = co tH aX H a +H CpĂ? CU am bu Cp Æ 0. Fără a scădea 
generalitatea putem presupune msns?. 
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Să arătăm că perechea (K[X], +) este un grup aditiv comutativ. 


f+g=g+4+f f4 g= (daot tX +... H apă?) + (09 + DX - s.f b, X”) = 
= (definiție), (ao + bo) + (a + b1) X +... -+ (am + bm) X” H bm AMI + 
+.. + DĂ” = (comutativitatea adunării pe K), (bo + ap) + (n + a)X + 
+ o t (bm H am) X” + bm X" H e H ba AX” = (definiție) g+ f; 

(tg) +h =f+ (g +h) : Cre) +h = [d + bo + (2 + bi) X +- + 
+ (Am + bm) X” + bm aX E me H DaX") + (co + aX H- a == 
finiti), [(do + bo) + co] + [a + E) Aa XAA e Filia Da T Cal + 


+ (bms F Cata) Xai + (ba + Cn) X” + ca aa +. H X? = (asocia- 
tivitatea adunării “y K), [a ni a T a) > "ta + (bi K că +... - [am + 
+ (bn + Ca) e y ta Te AXE E e t (bo F că H Car XAL a 


+ 0pă? = (definiție), f + (gh); 

Elementul neutru este f = 0, iar opusul lui f este —f. 

Să verificăm proprietățile aplicației Af. 

1f = f : 1f = (definiție), (1 * ao) + (L-a) X +... + (L-a) X” = (pro- 
prietățile înmulțirii din K), &ọ + ună +... + aX" =Í; 

(ki)f = k(lf), k, le K: (kijf = pe, (ao + (kl) X +.. Aig = = 
= (proprietățile înmulțirii din K), k(lao) + (a) X +... + klan) X” = 
= (definiție), k(f); 

(k+1)f = RE+ UE: (k +1)f = (definiție), (k +-Î) ao + (RA Daă +... + 
T (k+) a„Ă = (proprietățile înmulțirii din K), [(đo) + (a0)] + [(ka:) + 

+ (la) X 4 e IE (Xa) + (läm) X” = (definiție), kf + lf; 

k(f+8) = pt + kg: k(f+g) = (definiție), k(ao+-do) + am + b) X +. Ji 
Kan EN P G e = (proprietățile înmnulțirii din K), [(kao) + (kbo)] + (ka) + 

+ (bX Fe " [(kan) + (kbm) lX” + ... = (definiție), hf + kg. 

5. Fie K X] spațiul vectorial peste cîmpul K al polinoamelor în nedeter- 
minata X cu coeficienți din K. Să se stabilească care dintre următoarele sub- 
mulțimi este un spațiu vectorial peste cîmpul K. 

1) mulțimea K,[X] a polinoamelor de grad cel mult z, 

2) mulțimea polinoamelor de grad cel puțin n. 

R: 1) Da, 2) Nu. 

6. Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul K și S o mulțime nevidă. Definim 
F = {f| f: S— V}, (fg) (x)= flx) + glx), Vf, geF, (kf) (x)= ki(x), 
Vke K. Să se arate că F este un spațiu vectorial peste K. ; 

7. Să se arate că următoarele mulțimi sînt respectiv spații vectoriale reale 
în raport cu adunarea funcțiilor şi cu înmulțirea dintre o funcţie şi un număr 
real. 

) {f| f: I — R, I = interval din R, f este derivabilă! 

2) {f] f: I — R, I = interval din R, f admite primitive) 

3) {f| f: [a, bI] > R, f este integrabilă}. 

8. Să se arate că mulțimea soluțiilor unei ecuații diferențiale ordinare, 
liniară și omogenă, este un spațiu vectorial real în raport cu adunarea funcțiilor 
și înmulţirea dintre un număr real și o funcție. 

Indicație. O ecuație diferențială ordinară, liniară și omogenă, are forma 
do(x) y™ 4 a(x) vD e H apala) VP + ala) = o, unde ¥—> a, i(x) sint 
funcții reale continui. 
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9. Să se stabilească care dintre următoarele perechi de operații definesc 
pe R? o structură de spațiu vectorial și care nu, 
1) (oc, 32) + (Yu Yə) = (x1 90); (ara, 2) = (Ru, Ra), ke R 
2) (a, xə) + (Yo Yə) — (%1 + Vi Y); kf ai, 2) > (Ra, Râ2), ke R 
3) (xu x2) + (Yu Yo) = (x1 + Yi xo F Y2); k(x, x2) = (0, Rio), ke R 
4) (20, Xa) + (vu, Y2) = (X1 + Yr Xa + Ya); R(x xa) = (x + if)(aa, 22) = 
= (gx; — Baa, 2x1 + xx); ket, e,BeR 
R: 1) Nu admite element neutru faţă de adunare; 2) Adunarea nu este 
comutativă ; 3) Nu este îndeplinită axioma lv = v; 4) Da. 
10. Fie Va spaţiul vectorial real al segmentelor orientate cu originea comună 
în care considerăm următoarele submulțimi de vectori. 
1) mulțimea U a vectorilor care formează cu un vector nenul dat v un 
unghi oe[0, z]; 
2) mulțimea O, a vectorilor ale căror extremități se află în primul octant; 
3) mulțimea W a vectorilor ale căror extremități aparțin unui plan dat z. 
Să se precizeze care dintre mulțimile U, O, W sînt subspaţii vectoriale. 
11. Diîndu-se spaţiul vectorial P, al funcțiilor polinomiale reale care au 


cel mult gradul n, să se cerceteze care din următoarele submulțimi sînt sub- 
spații vectoriale 


1) A = {$(x)| (0) = 4, heR), 2) B = 4p(2)] 3 2(0) — 25(1) = 0} 
3) € = (p(3)]2(1) + 2(2) + ... + p(k) = 0} 


12. Fie subspațţiile vectoriale W și U generate respectiv de vectorii w = 
= (1, 1, Dana = (0,3, 1) wg = (2, — 1,1); m = (L;—2, 4), t = (—2, 4—8). 
1) Să se verifice dacă sînt subspații suplimentare. 
2) Să se găsească descompunerea vectorului v = (5, —7, 13) pe aceste 
subspaţii. 
Soluţie. Va trebui să arătăm că WNU = {0 și W @ U = R’. Subspaţiul 
vectorial W f U conţine acei vectori pentru care 
D307 + Woilo + dgii'3 = Bitty — Botto. 
Folosind operațiile cu vectori, această egalitate vectorială se transcrie 
în forma 
ai + Ô -agt 2a3 = 8i — 2 Bo 
ar F dara — &s = — 2B1 + 422 
aa F az -+ ag = 481 — 882 
Privim acest ansamblu de egalități ca fiind un sistem liniar în necunoscutele 
d, de, %3 cu parametrii ßı, Ba. Rangul matricei sistemului este doi şi deci, 
conform teoremei Rouche, compatibilitatea este asigurată de anularea deter- 
minantului caracteristic, 
Bı aao 2 Ba = 0. 


Obţinem soluţia 8, = 2k, Be = k, keR pentru care Bity + Belto = Zkus + 
-+ Rua = (0, 0, 0). Cu 8, j = 1, 2, astfel găsiți deducem 
[ æ + 3gs — az = 0 


u+ da æ= 0, 
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de unde a = —2h, «o = h, as = h, he R. Se verifică auto, + «zwa + data = 
= (0, 0, 0) şi deci singurul vector comun subspațiilor W și U este vectorul 
Zero. 

Se ştie că suma a două subspații vectoriale coincide cu acoperirea liniară 
a reuniunii subspațiilor respective. Deci W + U = L({w, wz, W3, H1, U2}). 
Un vector ve (W -+ U) este de forma v = kiwi + kows + kaws + Rata + kzliz 
si deci aparține lui R’. Rezultă W + USR”. Să arătăm că R'S<W-U. 
intr-adevăr, pentru fiecare v = (03, v2, v3) există numerele reale $, kə, ks, 
ka, ks astfel încît 


kiwi + Rata + kgws -H Patti + katto = v 
deoarece această relație este echivalentă cu sistemul liniar 


kı + 2ka + ka — 2k; = v 
(=) 4 ki + Sha — Ra — 2ha + 4k; = v2 
ki + hat kst 4kı— 8k; = v3, 


care este compatibil nedeterminat. Prin urmare W 9 U = R. 
2) Înlocuirea lui v = (5, —7,13) în (*) conduce la sistemul liniar 


kı + 2k + ką—2k;=5 
kı =- 3 ka esy ks z 2ka + 4k; = —7 
ki + ka + ks + Aha — 8k; = 13 


a cărui soluție este (—23, 2, 1-A, 3+2u, u); à, ue R. 

Vectorul v se descompune unic v = y+ y =[(—2) wi + Aw, + (1+A)ws]+ 
+ [(3 + 2u) ur + utoj, à, ue. 
Găsim v = (2, —1, 1) + (3, —6, 12). 

13. (Subspaţiul functiilor reale pare). Să se arate că mulțimea functiilor 
f:(—a, a)— R care satisfac condiția f(—x) = f(x), Vxe(—a, a) este un 
subspațiu vectorial al spațiului tuturor funcțiilor reale definite pe (—a, a). 

(Subspatiul funcțiilor reale impare). Să se arate că mulțimea funcțiilor 
f: (—a, a) — R care satisface condiția f(—x) = —f(x), Vxe(—a, a), este 
un subspațiu al spațiului tuturor funcțiilor reale definite pe (—a, a). 

Observație. Subspaţiile vectoriale ale funcțiilor pare și respectiv impare 
sînt suplimentare în spațiul vectorial F al tuturor funcţiilor reale întrucît 
intersecția lor este funcţia zero și 


1 


f(x) = E) +) tt) — a), Yxe(—a, a); VfeF, 


adică orice funcție este suma dintre o funcție pară și una impară. 


14. Fie numerele reale distincte ai, 42,..., 4, şi funcțiile exponențiale 
fi, fz, ..., fa definite respectiv prin f(x) = ea, i= 1, 2,...,n. Să se arate 
că {fi fa, ..., fp} este o mulțime liniar independentă în spațiul vectorial real 


al tuturor functiilor reale definite pe R. 


Soluţie. Utilizăm inducția. Oricare dintre funcțiile f,(x) = e%* este 
liniar independentă deoarece este diferită de zero. Presupunem că n—1 dintre 
aceste funcții sînt liniar independente. Să arătăm că cele n funcții sînt liniar 
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independente, Pentru aceasta fie ky, Ra, ---, Ra numerele reale cu proprietatea 
kifi + kəf + ae. + kafna = 0 sau echivalent a Rea = 0, VxeR.  Notînd 
da sti = 4, rezultă keliame + km- „elani an) e + EnF Xmyaelamra— am) 2 


E RR i y plaan) t — 0. Trecînd la limită pentru x — œo găsim hp =—0 și 


rămine kat, + -+ haalnmi t Enana «ee + hala = 0. Pe de altă parte, 
prin ipoteză, (e f, eo fa — {fm m = fixat} este o mulțime liniar indepen- 
denta. Deci ki = kgs ne A = 


15, Fie D. un domeniu din R” și C?(D) mulțimea funcțiilor reale continui 
definite pe P. 

1) Sä se arate că CD) este un spațiu vectorial real. 

2) Să se demonstreze că dacă f z const, atunci (1, f, f?,..., f”, sb este o 
mritime liniar independentă în C9(D). 


16. 1) (Spaţiul vectorial aritmetic cu n dimensiuni). Fie spaţiul vectorial 
aritmetic K”. Să se arate că vectorii 
a (1 0 mu a (Di, area Oa rect fO, Die as L) 


constituie o bază a lui K” și deci dim K” = n. 

Mulțimea (ea, €z, o., Cn} se numeşte baza canonică a lui K”. 

2) Fie Mixa(K) spațiul vectorial al matricelor de tipul mxn. Să se arate 
că matricele 


0...0...0 
Ey fa 
i] 0...1...0 
0... 0...0 
f 


constituie o bază a lui Mnxa( K) și deci dim Maxa © = mn. 
Multimea {E}; i= 1, 2, m; j = 1, 2, ..., N} se numeşte baza canonică 
a lui Max K). 


3) Fie K,[X] spaţiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n, în 
nedeterminata X. Să se arate că polinoamele 


În e Xe AR 
constituie o bază a lui H,LX) și deci dim K,[X] = n+ 1. 


Mulțimea (1, X, X?, XR poartă numele de baza canonică a lui RX. 


4) Fie K[X] spaţiul v eta al tuturor polinoamelor în nedeterminata X. 
Să se arate că anig" 


i PE, AE TE acas 


constituie o bază a lui K[X] și deci dim K[X] = 

Mulțimea {1, X, X?, ..., X2,...) poartă numele de bază canonică a lui 

Solutie. 1) Relația kie; + kaes +... + kuen = 0 implică (k, îs sg ha = 
= (0, 0, ..., 0) şi deci kı = ka = ... = k, = 0. Astfel vectorii £4, €z, ..., e, Sînt 
liniar independenți. 

Orice element x = (%1, X2, ..., Xa) din K” se poate scrie în forma x = 
= Xil F Xola + „m. F Xala ŞI deci (ea, Ez, ..., Ca} generează pe K”. 


34 


În concluzie (es, ez, ..., €a} este o bază a lui K”. 
2) Fie A = [a] o matrice de tipul mxn cu elemente din K. Aplicația J: 
Minx K) — Am" definită prin 


[2a] — (ur, ais Arme Gorris Bana îs Dagi cei ian) 


este un izomorfism. De aceea (E; t= 1, 2, na mi; j= 1, 2,î..„n) este o 
bază a lui Mpx K) și dim Mpx K) = mn. 

3) Fie p = aot aX +... + aX” un polinom de gradul cel mult z cu 
coeficienți din K. Aplicația $: K,[X] —> K"! definită prin 


$ zii (do, d, a... Ap) 


este un izomorfism. De aceca {1, X, X?, ..., A"} este o bază a lui K,[X] şi 
dim K[X] =n +1. 

4) Reamintim că o mulțime infinită de vectori dintr-un spațiu vectorial 
se numește liniar independentă dacă orice submulțime finită a sa este liniar 
independentă. 

Presupunem ka Xi + koX A e t kA =m O, h <i. < ip Rezultă 

a = Rip = n = ki = 0 şi deci submulțimea {X^, Xa, ..., Xi} este liniar 
independentă. Deoarece succesiunea îi < fg <... < î, este arbitrară rezultă 
că {1, X, X?, ..., X",...) este o mulțime independentă. 

Pe de altă parte, orice polinom se poate scrie ca o combinație liniară finită 
de elemente din {1, X, X?, ..., X", o}. Cu alte cuvinte L({1, X, X2,...,.4",...)) 
= K[X]. 

A {1, X, X?, ..., X”, ...) este o bază a lui K [X] și deci dim K[X]= œ. 


17. Considerăm funcțiile reale continui + — a(x), i = 0, 1, ..., , şi ecuația 
diferențială ordinară, liniară și omogenă, 


ax) m p alx) yd + n. + analara + alay = 0, alx), Vel 


Să se arate că dimensiunea spațiului vectorial real al tuturor soluțiilor 
acestei ecuaţii este n. 

Soluţie. Fie Y spațiul vectorial real al soluțiilor ecuaţiei date. Oricărei 
funcții yeY îi putem atașa ansamblul (y(0), y0), ..., y*2(0)). Obţinem 
aplicația F: Y — R", S(y) = (y(0), D(0),..., y2-D(0)). Această aplicaţie 
este liniară şi are ca imagine întreg spațiul R”. Într-adevăr, teorema de exis- 
tență precizează că pentru orice condiții inițiale (y(0), wD(0), ..., y%-b(0)) 
există o soluție veY. 

Pe de altă parte, teorema de unicitate asigură că F este injectivă. 

În concluzie $ este un izomorfism și deci dim Y = n. 

18. Fiind dat un polinom nenul p al spaţiului vectorial R,[X], să se arate 
că p și primele sale n derivate formează o mulțime liniar independentă. 


19. Să se arate că polinoamele 1, X—a, (X—a),..., (X—a)", ae R for- 
mează o bază a spațiului R,[X]. Să se expliciteze coordonatele unui polinom 
pe R, LyX] în această bază. 


20. Să se precizeze care dintre următoarele submulțimi din R? sînt subspații 
vectoriale și în caz afirmativ să se stabilească dimensiunea subspaţiului 


A: x — at Sr = 0, B: n — tSr =, Ci terc l, 
D: tg xz =0, E: +x +x =25, Fi: = w= ta 


G:t = 24 =0; H: 7e -+ 7a = 15, 
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Soluţie. Submulțimea A se mai poate scrie 
A = (acu, Xa, %3) GER, xi — Xa + 5x3 = 0) sau A = {(x2 — 533, %2, 
%3)| x2, x€ R} 
Această mulțime este subspațiu deoarece 
x + y= (X2 — Sa, Xa, X2) + (Va — Sys, Va, Ya) = [x2 + Va — S(x + 93), 
Xa + Ve, Xa + Vale A 
Ax = M Xa — 5x3, Xa, X3) = [A(x — 5x3), Axa, dăa]le A; XER. 


B nu este subspațiu vectorial deoarece adunarea și înmulțirea cu scalari 
(A # 1) nu sînt definite (vezi și problema 10.3). 


C= fxi x =(+ = + fa z) , keZ, xə, X€ r| nu este subspațiu vectorial. 


D = {x| x = (au, kr, x3), ke Z, xı, se R} nu este subspațiu vectorial 


E şi H nu sînt subspații vectoriale. Submulțimea E este echivalentă cu 
submulțimea vectorilor de poziție ale căror extremităţi se află pe sfera x} + 
+ 43 + 43 = 25, submulțime care nu este subspațiu. 

F este subspațiu vectorial deoarece F este izomorfă cu subspațiul vecto- 
rilor ale căror extremităţi se află pe bisectoarea triedrului (O; %1, X2, X2); 
dim F = 1. 

G este subspațiu vectorial deoarece G este izomorfă cu subspațiul vectorilor 
cu originea în 0, ale căror extremități se află pe axa ordonatelor Ox; dim G= 1. 

21. Să se arate că mulțimile U = {m = (1, 5, 3), “= (2, 0, 6}, W = 
= {w = (—1, 7, —3), w= (4, 5, 12)} generează același subspațiu în R°. 

Solutie. Acoperirea liniară a lui U este de forma 

L(U) —: {kit -l Rotta, hu he R, = “(ha 4- 2ha, Shi, 3k =- 6kə), kı, hae R} 
Analog L(W) = {hiw =- hawo, ha, hse R} — {(—hı ~ 4ho, Th4+ Sha, — 3h; + 
+ 12h2), ha, hze R}. 

Se constată că vectorii din L(U) se află în planul 3x — z = 0, deoarece 
3x — z = 3(kı + 2k) — (3k, + 62) = 0; L(W) generează același subspațiu. 

22. Fie CO(R) spaţiul vectorial real al funcţiilor reale și continue; să se 
stabilească care dintre următoarele submulțimi ale lui Co(R) sînt liniar depen- 
dente respectiv liniar independente. Să se stabilească dimensiunile subspațiilor 
generate 

Ij 400”, 40%, ea 

2) de, e*, ch x) 

3) (1, cos 2x, sin? x) 

R: 1) ke + kaxe” + kaxe" — 0, VxeR; deoarece e #0, rezultă 
k, + ko% +kgx? =0, Vre R = kı = ka = ka = 0; dim LeS xett, ae == 


e — e : 
2) ch v= — : dm Le e ia =2> 


3) dim L{1, cos 2x, sin? 4) = 2. 
23. Fie S o submulțime din O? formată din vectorii 

2) dtp (i 14378, gh lb de a a y, 
natat 2: 

j a= 0-A 0, i me e te a L: 
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Să se stabilească dimensiunea subspațiului generat și să se specifice care 
vectori din submulțime pot constitui o bază. 


Solutie. Dacă vectorii sînt exprimați în baza canonică, atunci dimensiunea 
subspațiului generat coincide cu rangul matricei ale cărei coloane sînt 
coordonatele fiecărui vector. În cazul nostru 


—i l—i 1 —2 + 2i 
rang |1 +i 0 —i+i 0 = 2 = dim L(S) 
3—2i i 243 —2i 


2) Uz = V1 ps 2%; dim L(S) — Zi 


24. În C7 să se expliciteze subspațiul vectorilor u = (44, 42, ..., 47) ale 
căror coordonate satisfac sistemul 


Ur + Uz Us F Ug t Us + Utg +H u =0 
Uz — Ug — Ug — Ug — Ug — Ug F U, = 0 
ty 4- Ug — Ug — Ug + U5 + Uue — U, = 0. 


Să se stabilească dimensiunea subspațiului și să se dea exemplu de o bază. 

Solutie. Din teoria sistemelor liniare și omogene deducem că acest sistem 
admite și soluții distincte de cea banală (m=3, n=7, r=3); există cot soluții. 
Considerăm determinantul principal 


i 1 
|—1 1 1j 
Şi obținem soluția 44 = ttı— ttg, Ug = —U, — Ug — Uz, U; = — it. 


Subspiţiul U al soluțiilor sistemului este 
U = {uju = (t, U2, ta, Ug — Us, Us, —Ur — Ug — Us, —t)). 
Evident dim U = 4. Un vector din subspațiul U este de forma 
u= u (1, 0,0, 1,0, —1, —1) + (0, 1, 0, 0, 0, —1, 0) + us(0, 0, 1, —1, 
0, 0, 0) + us(0, 0, 0, 0, 1, —1, 0). 
O bază a acestui subspațiu este 
B= (a, = (1, 0,0, 1,0, —1,—1), e= (0, 1, 0, 0,0, —1,0), e= (0, 0, 1,— 
—1, 0, 0, 0), e, = (0, 0, 0, 0, 1, —1, 0)}. 


0 0 x 
25. Fie (A=14A|A=|3y 0 0], z=y+z; 4% yz uen 
u z 0 


Să se arate că 
1) mulțimea € este un subspațiu vectorial al lui Maxs(R) ; 
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2) matricele M, N, P constituie o bază a subspațiului &, unde 


0 0 —3 0 0 1 00 =1 
M =|—2 0 0i N= 0k P=|—tr 0 0 
1 —l 0 30 0 3 0 0 


3) constituie aceste matrice o bază pentru spațiul vectorial (&, Z), 
unde Z reprezintă clasele de resturi modulo doi? 

Solutie. 1) Oricare ar fi matricele A, Bed şi oricare ar fi scalarii reali 
k, l, rezultă (RA + [B)e 9. Această apartenență decurge din operațiile de 
înmulțire a unei matrice cu un scalar, de adunare a matricelor și din opera- 
tiile cu numere reale, 

2) Conform definiției bazei, mulțimea {M, N, P} este liniar independentă. 
Condiţia AM + ÆN -+ kP = 0 conduce la un sistem liniar şi omogen 


— 3k -+ ka — k3 = 0, —2ki + k — ka = 0, 
kı + 3k + 3ks = 0, —k =0, 
care admite numai soluția banală kı = fa = ka = Q. 
Orice vector Aed se scrie ca o combinație liniară de vectorii M,N, P, 
A = anM + gaN -+ aP, 


unde gı Z2 as reprezintă coordonatele matricei A în baza {M, N, P}. Găsim 
A = -2M + 69 — 5z + DN (1z — 3y + u) P. 


Observaţie. Se ştie că dim Jizys(R) = 3X3 = 9. Deoarece matricele din 
submulțimea & se bucură de șase condiții suplimentare du = ajz = d = 
= 023 = lz = 0, ais = Aaa + @sz, urmează că dim & = 3, 

3) Matricele M, N, P nu constituie o bază pentru (&, Zig) deoarece ele sînt 
liniar dependente (N = P modulo 2). 


26. Să se găsească o bază a sumei și intersecţiei subspațiilor vectoriale 
W și U generate respectiv de vectorii 


w = (2, 1, 0, 1), w = (—2, —1, —1, —1), w= (3,0,2,3); 
t= (1, L 2, =1}, tiz = (0, = m? 2), uz = (=i 2, L =5) 


Solutie. Subspaţiul W + U este generat de WUU; prin urmare vectorii 
mulțimii W- U sînt vectori ai acoperirii liniare ww + gaw -+ aia + 
+ Bui + Betto + Bsus. În particular din sumă fac parte și vectorii 
wli = 1,2,3), (j = 1, 2, 3). 

Pentru a găsi o bază lui W + U vom căuta mai întîi o bază formată din 
vectorii Wa 4. Vectorii wa, Wa, W3 sînt liniar independenți și ne propunem să 
stabilim dacă mulțimea {w, W2, Ws, t1} este in dependentă şi poate constitui 
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o bază. Din relația kiwi + kawo + kaws + ku; = 0 obţinem un sistem liniar 
și omogen al cărui determinant este 


2 —2 3 1 
Îi 4 
la a a al 
A i 3 


Deci sistemul admite numai soluția banală ky = ka == ka = ka = O. 
Am găsit în subspaţiul W -+ U patru vectori liniar independenți și, evi- 
dent, oricare cinci vectori sînt dependenți, deci dim (W -+ U) = 4. 
Se știe că WnU = (vlvue W și veU}; orice vector ve W se scrie ca o 
combinație liniară v = ayw, + azs + asia, respectiv veU, v= Patti 
+ Botta -+ Bauz; prin urmare subspațiul W f U va conține acei vectori pentru 
care 
gW F aW + astia = Billy + Batto — Baita. 
Se obține sistemul 
2a es 29 =~ Sea = Bi ser Ba 
xı — az = ĝi — Pa + 2Ba 
— aa -i 2s = 281, — Ba A+ Bz 
a — Oa 3s = —ßı + 2B: — 582 


Întrucît rangul matricei sistemului este trei, compatibilitatea este asigu- 
rată dacă determinantul caracteristic este nul. 


|2 —2 3 fa — Bal 

E IE TE TA 

| i e ape ft pl e bebei 

ji = D pt Sf 

Deci orice vector ve WU este de forma 

v = (Bı — Ba, Ba — Pe + 2Ba, 2B1— Ba + Ba, — Pi + 202 — Sf) = 
= (B — Pa 0, fn — Ba, fn — Bs) = (Bi — Ba) (1,0, L 1). 


Prin urmare am găsit în subspaţiul W N U o bază formată dintr-un singur 
vector v = (1,0, 1,1); dim (WN U) = 


27. Fie V; spațiul vectorial real al polinoamelor în cos x care au cel mult 
gradul 4. Să se scrie transformarea de coordonate care permite trecerea de la 
baza B = (1, cos x, cos? x, cos%, cos*x} la baza B' = 41, cosx, cos2x, cos 3%, 
cos4x} şi să se găsească inversa acestei transformări. 
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Soluție. Matricea de trecere de la B la B' se obţine din 
1=1:1+0-:cosx + 0-cos2s + 0-cos?x + 0-costx 
cos x = 0 - 1 + 1 -cos x + 0- cos? x + o- cos? y-o. costy 
cos 24 = —1 -1 + 0 -cos x 2 cos? x + 0 - cos? y- 0- costy 
cos 3x = 0 - 1 — 3 - cos x + 0 + cos? x -+ 4- cos? x + 0- costy 
cos 4x = 1 -1 + 0 -cos x — $ cos? x + 0- cos? y + 8 -cost x. 

Deci 
1 0 —l 0 ls 
[0 f 0 —3 0 
A=|0 0 2 0 —8 
0 0 0 4 0 
lo a o o gi 


Dacă ap, du, da, ds, d+ sînt coordonatele unui vector din V în raport cu baza 
B și bo, bu, ba, bs, ba sînt coordonatele aceluiași vector în raport cu baza B’, 
atunci Lao, A, A2, 3, aa] = A $ “do, bı, ba, ba, ba) adică, explicit, dp = bo ui 
— Ba — ba, i = ba — 3bs, da = 2ba — 8b3, da = 4bs, As = 8ba. Inversa acestei 
i 1 ; 1 
transformări este by = äg To aa + Ga — Ta b =a + 2 3, ba i da + 
+ az, bg = 1 as, b= i a 
Ei 31 3 4 3 4 3 4. 


28. Să se stabilească formulele de transformare ale coordonatelor cînd 
se trece de la baza e = (e,, e2, es, €a} la baza e' = {e;, ez, 63, E4}. 
e=(1,2, —1,0), ĉ&= (1, —1, E; t), ês = (—1, 2, 1; 1), 
y= Elf 15 


Lă PI 
Xa = Yi — Xa + Xa — Xa. 


29. Fie V un spațiu vectorial real n-dimensional. 

1) Să se demonstreze că orice două baze e= (eu, ..., Eny C = (er, c Cn} 
din V sînt legate prin e; =X lge, 3,3 = 1,2, .. n, unde A = [ay] este o 
matrice nesingulară. i 

2) Să se arate că e~e' <> det A > 0 este o relație de echivalență. 

Această relație împarte mulțimea bazelor lui V în două clase de echivalență 
numite orientări ale lui V 
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30. Fie V un spaţiu vectorial real și CV complexificatul său. Să se 
arate că 


1) dacă S este o mulțime liniar independentă din V, atunci SXx{0} este 
o mulțime liniar independentă ti Sy, 


2) dacă {e;, ..., €p} este o bază a lui V, atunci { (e1, 0),..., (€n, 0) } este o 
bază a lui CV. Consecință, dim cV = dim RV. 


Solutie. 1) Prin ipoteză, pentru orice alegere a i ae d aces Uy 


din S și a scalarilor î,,..., Åp din R, relația kiv, +... = 0 implică 
hi = se = ky == 0. 

Presup punem (ki + ih) (9 0) + ae + (Rp + il) (8p Q= = (0, 0), adică 
(kwi iei +k ptp li +.. . + ltp) = (0, 0) sau kivi +.. + k Yp =—0, dai +.. 
isa Lo = 0." Acestea implică Rg mi == respectiv pd = piu lg 0 


și deci 5 X10; esto liniar independentă. 
2) Dacă fej, ..., Ca} este o mulţime liniar independentă în V, atunci mul- 
țimea { (es, 0), ..., (e, 0)! este liniar independentă în CV. 


Presupunem că (e.,..., £a) generează pe V. Atunci Vu, ve V putem scrie 
zt = ttii n pa ra pas V = We E ame T Unn Rezultă u+iv = (u, v) Ag (u16; T 
$ na FF Ugla Ve t se Vafa) = (ue F a F Ugla 0) (0, v81 + -H Vala) = 
= (tte p.. + u,e " 0) + ifte t ase A Uan 0) = (t + ivn) (e, 0)+ ... + 


+ (ip + iv) (e, 0) și deci 3 (ér:-0); a, ÎN n 0)! generează pe CV. 


31. Fie V un spaţiu vectorial complex și RV trecerea sa în real. Să se 
arate că dacă dim V = n, atunci dim FV = 2n. 


Soluţie. Fie {ey ...,e,! O bază în V. Taaa tl ce Jeny PIN fi = eu o 


fhem tp ha = 0 Jea = iei uum (0; 1} miy Pentru VoeV pu- 
n 
tem scrie v = 90 tpp EC sau dacă land W = (Re vp dm y), atunci 
n pa n s ” 
j= (5 (Se 14) ex, 5 (Im iy) a)= pa (Reu) e +15 (mu)ea = 
k=1 k=l k=l AZI 
n 
= SSR ti) fe +( Im 24) fa. 
k=1 


Pe de altă parte se poate verifica ușor că { fi, ..., fa! este o mulțime 
liniar independentă în EV. 


32. (Spaţii euclidiene canonice) 1) Fie x = (x1 n., Xa) ȘI Y = (Yi coco Ya) 
doi vectori oarecare din spaţiul vectorial aritmetic R”. Să se arate că apli- 
n 
cația definită prin (x, v) = J> a, este un produs scalar pe R”. 
= 
2) Fie x = (X1, seca Xa) ȘI Y = (Wu ee: Ya) doi vectori oarecare din spațiul 
vectorial aritmetic C”. Să se arate că aplicația definită prin (x, y) = 


n 
=9 4J; este un produs scalar pe C”. 
izi 


3) Să se arate că spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor cu valori 
reale, continue pe un interval [a, b}, este un spațiu euclidian real în raport 
cu aplicația definită prin 


b 
(£ 8) -| O) e dt. 
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4) Să se arate că spaţiul vectorial complex al tuturor funcţiilor cu valori 
complexe, continue pe un interval [a, b], aste un spațiu euclidian complex 
în raport cu aplicația definită prin 


b zas 
(£ 8) =Í 10 30 dt, 


Soluţie. 3) Problema revine la a arăta că (f,g) este un produs scalar. 
Într-adevăr continuitatea asigură existența integralei şi dacă f, g, h sînt trei 
funcţii oarecare cu valori reale, continue pe (4, b] şi dacă y este un număr 
real, atunci 


b b 
(g) =| A st) di =| et) 1 de= (g, f), 


a a 


“grij = ( H) (E) + bE) dt = ( (EH ste) + fle) to) d = 


a a 


b 
= (liniaritatea integralei), | 
a 


(E) gle) dt + | if) h() dé = (E g) + (£ b), 


b b 
r6 e) =r O s =h CO E at = (t), 


b 
(£, f) =| f2(£) di > 0 pentru f # 0. Într-adevăr, prin ipoteză, există un 


punct weda, b) astfel încît f(t) > 0. Prin continuitate, există un interval 
deschis I astfel încît EI c [a,b] şi P(A > 0, vre. Fie [c,dje I, c <d, 


d b 
și m = inf 27) = P(A) > 0. Rezultă 0 < m(d — ¢)< | pars | Poar. 


33. Fie V spaţiul vectorial real al șirurilor reale { x„} pentru care seria 
Sa? este convergentă. Fie x = f Xaj}, Y = { două elemente din V. 

1) Să se arate că seria Ex, Y, este absolut convergentă. 

2) Să se verifice că aplicația definită prin (x, y) = Ex,Y, este un produs 
scalar pe V. 


1 i 
3) Să se calculeze (x, y) pentru x, =—, Yn = : . Apoi să se de- 
n nl 
: ia oat + 
termine || x — y|| ştiind că Z—=—» 
m 6 


Solutie. 1) Ţinînd seama că pentru orice două numere reale a și bavem 
a b? n | | n j 2 
ab|s — + — , rezultă PTA E leit 12 32) NR +— 2. În 
|ab| < 7 + 7 | iil 7 y> 35) T å 72 


t=] 
baza unei teoreme de la serii cu termeni pozitivi, seria 2%|x,y,| este 
convergentă și deci seria x,y, este absolut convergentă. 

2) Să verificăm numai faptul că forma pătratică atașată este pozitiv 
definită. Deoarece (x, x) = Exž>0, vxeV este suficient să arătăm (x, x) = 
= 0 => x = 0. Într-adevăr, relațiile 0< 23 < 44+ 2 ... SHH +2 
< Ex = 0 implică 0 = ti = a=.. = Xp =. (S-a ţinut seama şi de 
faptul că limita unui șir crescător convergent este supremumul mulțimii 
valorilor şirului). 
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1 
n(n + 1) 


1 + Apa 
ee aa = | EY ȘI Jim (ei ob cos e ag) = L 


3) (x,y) =ă = 1 deoarece Se Rey: 


n(n F 1) A g ici, 


Avem || —y|| =4(x — y, x — y) = |= FETI Ţinînd seama de 


z a 1 1 1 N 1 i 1 1 
identitatea ———— =|—— =— +— = 20 
nn + IP n n+i n? (n41? n n+l 
3 n2 —9 
se deduce || x — y|| = zo 


34. Fie P spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor polinomiale reale 
definite pe [—1, 1]. 


1) Să se arate că 1, x,..., x2,... formează o bază în P. 
2) Să se demonstreze că P este un spațiu euclidian în raport cu aplicația 
definită prin 


1 


(p. q) -| p(+) q(x) dx. 


— 
3) Polinoamele obţinute din 1, x,..., 4*,... prin procedeul de ortogonali- 
zare se numesc polinoame Legendre. Să se scrie primele 5 polinoame Legendre. 
Soluţie. 3) Mai întîi notăm p,(x) = 3, se N. Fie qo(%) = Po(2) = 1. Deoa- 
1 1 
rece (qo, Po) -Í dx= 2 și (Pu qdo) = | x dx = 0 găsim 
—1 1 


) i (x) = p(x) = x 
(do do) 
1 2 1 
Analog, relațiile (pz, qo) = | a dy = T (pa, w=] x£ dz = 0, 
: 5 S: i 
(qr q) = | x? d = — implică 
=i 
2 , 9 1 
qafa) = palat) — Pe qula) — Pr M aţa) — at — A. 
(qo, qo) (qx q1) 3 
La fel se găsesc 
3 6 3 10 Ş 
s(x) = x? — — x, = y = — X + >, glr) = rM a Hn. 
Asta) =a T e) E “E a-l) dă, 


Prin inducție se poate dovedi că 


n! d” 3 
XI, = 3 — p”. 
(a) (2n)! da” a 
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35. Fie y = (xi; Xa, nos Xa) ȘI y = (Wa, Yo ou Ya) doi vectori oarecare din 
spațiul vectorial real V,. Să se cerceteze care dintre expresiile 


1) (x, y) = a aul, 2) (3,3) = 5 | al, 


i=1 


12 


(x, 3) = (3) ara DA 


i={ i=l 
definesc produse scalare pe V,. 
R: 1) Nu; (x,y +2) # (x,y) + (5,2), deoarece |y, +zls|wl+izi; 
2) Nu; (x,y +2) Æ (x,y) + (x, 2); Jex, y) = (cx, y); 3) Nu, idem ca 2); 
4) Da; (x, 9) = (411 F oa se F LaYn). 


36. Pe spațiul vectorial C° ([1, e]) al funcțiilor reale continue pe inter- 
valul [1,e] definim produsul scalar 


(£, 8) = ün d heda 
1) Să se calculeze ||f]| pentru x— f(x) =. 
2) Să se găsească o funcție afină x — g(x) =a&+ bx carc este orto- 
gonală funcției constante f(x) = 1. 


1) El = VED- | xia sar =L EFT; 
1 
2 
2) gi 00 = i 
1 
2 


37, Fie P, spaţiul vectorial real al funcţiilor polinomiale reale de grad 
mai mic sau egal n. 


1) Să se arate că aplicațiile (,): P,x P,—R definite prin formulele 
(*) (P, q =D ab, | (**) (p, q) = DUN "ab, 


unde p(x) = = Dan, diy) = = bad sînt respectiv produse scalare. 
=0 j=0 


2) Să se stabilească mărimea unghiurilor œ (p, q) si $ (pr r), unde p(x) = 
= 1232 — 4x + 3, q(x) =2x? 4 3x — 4, r(x) = 3% + 12x— 4 utilizînd 
produsul scalar (+). 
2 


d 
pane 2 formează o bază ortonormată față de produsul scalar (*%*). 
n! 


Soluţie. 3) Baza B = ţe,, čz, ..., €n} este ortonormată dacă 


1 pentru j = k 
lj, 2) = S = 
(en 61) = d ey pentru j # k. 


Calculăm produsele scalare 


3 ak 
r , An or(z 0) + (k n(o Fi) = 0 pentru f = k; 


4 yë 
deci vectorii e Fi sînt ortogonali. 
J! 


deci norma fiecărui vector din bază este unu, prin urmare baza este orto- 
normată. 


38. Fie R[X] spațiul vectorial real al polinoamelor care au cal mult 
gradul doi și (p, q) = =>5a, b; un produs scalar pe R[Ă], unde p = ai, 


j= j= 
g= ya bX’. Considerăm polinoamele 
j= 
pı = 34? + 2X + 1, pe = — X?’ 42X 4 1, ps = 3X? + 2X +5, 


Pa = 3%? + 5X 42 
1) Să se găsească un polinom po de grad cel mult doi care este echidistant 
polinoamelor pı, p2, Pps pa; 2) să se calculeze această distanță. 
Solutie. 1) Fie Po = tX? + aă + ag. 
Pı — Po = (3 — a) X? + (2 — a) X + (1 — w) etc... 
Trebuie să impunem 
[Pa — Poll = || P2 — Po || = I| Ps — Pol! = I| P4 — Poll; 
se obține 
lam 3, ü = h= l, deci po= X H3S +3. 
2) Distanța este 3. 
39. Fie V spaţiul vectorial real al tuturor funcțiilor continui f: [0, œ) — R 


æ 
pentru care | ef2(+) dx este convergentă. 
-0 


1) Să se arate af e f() g(x) dx, Yf, geV, este absolut convergentă. 


= 
2) Să se verifice că (f, g) ai i e"f(x) g(x) dx este un produs scalar pe V. 


3) Se dă f(x) =e 7t şi g„(x) = 7. Să se determine lim 0, i 0, 
[Cr d că 


este unghiul dintre f și g, 


A 


Solutie. 1) Deoarece | fg] = (£2 + g?) şi k eP da, (ee dx sînt 
o o 
convergente rezultă că (e e| f(x) g(x)|dx este convergentă și deci 


0 
| e7f(x) g(x) dx este absolut convergentă. 
(1) 


3) Evident (f, g,) = N 


0 


w n—l 
z| ett 2 dż -pr(# i ). 


emat du = (facem v = t şi deci dx = za 


2 


Calculăm pătratul normei lui f: 


co 1 feo 2 STERR r 
IEI? =| erta dy = af să z) dy = (punem B+ — +) =f, 
o Jo 


1/8 fœ 8 co 
ds = d), = e-Pdi = a { etar | e-# di = [în prima 
y2 V2 J- yz vă | d-ra o 
4 


4 


integrală schimbăm pe ż în —ż, iar în a doua punem 


1 us [F 1 

m. æ 
p a) fe erati] euy 12 iu) 
2/2 N2 Ah 2 Jo 


O 


Analog ||g,||? = [ etg dy =T (2n + 1) = (27) |. 
0 


ł = u, dit = 


Rezultă 


1/8 1/2 
: Vz erf (2) + 3] ((2n) 2 
2 4 
şi ținînd seama că r(p+3)= La Le 1) A, D= h 2o gaam 
De Ape 


40. Fie Maxa R) spațiul vectorial real al matricelor pătratice. Produsul 
scalar standard pe M,pxa( R) este definit prin 


(A, B) = tr (A* B) = A eA = [a], B = [b]. 
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Care dintre următoarele submulțimi din M,xs,(R) este ortogonală ? 


i 2 3 1 0 0 2 3 4]) 
(o 1 | : —2 o| f —1 ii 
0 01 0 0 1 0 9 —i 
1 2% 3 —3 0 0 1 0 0 
if | 0 0 ol; : —2 “| 
00 3 O G i 0 Ea 


41. Care dintre următoarele mulțimi sînt baze ortonormate în C3? 
(i, 0, 0), (0,i, 0), (0,0,î)) 
{(1, 0, 0), (0, i, 0), (0,0, 1) 
1 : 1 
= 1+i, 1 — i, 0), = 0, 1.1); 0,0,1 
(i ) ©, 0.0.0) 
1(1,î, 0), (—1,î,0), (0, 0, 1}. 


42. Fie R* spațiul euclidian canonic cu 4 dimensiuni. Să se găsească o 
bază ortonormată pentru subspațiul generat de vectorii 


1) xı = (0, l, A 0), Yz = (0, 4, 0, 1), X3 = (1, = i, 0), Xa = (1, 3, 0, 1}: 
3) ae bn, EENE E EERE day E E E 


N 


Solutie. Utilizind procedeul Gram-Schmidt construim o mulțime orto- 
gonală {yı Yz Ya, Ya) formată din vectori nenuli, 


L= kir Yrd = Xa — (re I) y pentru 7 = 1, 2, 3. 
ZI (Ye 3) 
Obţinem 
31 — = (0, ly l, 0), 
MOPE -E me dea [il 20, 
(Yi Y1) 
(Xg, Y X3, y 4 
Ja = o — -1 2) y~ Vet, Ya = %3 — 0: yı + — J: = 
(Yu Yı) (Y2 Y2) 9 
le le di d 
9 9 9 
Xa, Y 14, Va a, y. 
ya aa AR. 7, u >. RI 
(Yi y1) (Y2, Və) (Ys, Ya) 
PE. POEN- RO SOR SORN- 
ga a S ui 


Împărțim fiecare vector din baza ortogonală prin norma sa şi obținem o 
bază ortonormată 


/ 1 1 '3 2 2 | 
Bee =(0. ep o), pti =(0, 5 — — 3 =) 
ilill v2 v42 isei 3 3 3 


Ys ( 3 1 1 4 
e E aca =) A a c == |3 
ya] WH 3V1 vii 3/1 
Ya v22, V22, V22 2422 
Mo V 22 02 4 


2) = (1, —1,1, —1), ym 20,2), 3=40,0,0,0). 


Deoarece va este vectorul nul, înseamnă că vectorii xy, 42, Xa sînt liniar 
dependenți. Întrucît vectorii Yı We sînt nenuli, vectorii xı Și Xə sînt liniar 
independenţi. Prin urmare dim L ({ x1, 42, x3}) = 2. Atunci mulțimea {yu Na} 
este o bază ortogonală a acestui subspațiu. 


Baza ortonormată conține tot doi vectori 


f | 
MR DR, A E, e 2 = (2,1,0, 1). 


43. Să se scrie programul FORTRAN ataşat procedeulvi de ortogonali- 
zare Gram-Schmidt. 
Abhoație: e= (3, —1, —1, —2), e = (1, 1, —1, —1), g= (1,0,0. —1), 
e, = (0, —1, 1,1). 
Solutie. Fig. A.3 
DIMENSION A(20, 20), U(20), V(20), Q(19) 
READ (105,1) N 
1 FORMAT (12) 
DB 10 I=1,N 
10 READ (105,2) (A(L J, J=1,N) 
2 FORMAT (4F4.2) 
WRITE (108,17) 
17 FORMAT (''.' VECTORII DIN BAZA SÎNT://) 
DØ ttI=1; N 
11 WRITE (108,3) I, (AL, J, J=1, M 
3 FORMAT (V E (CRJ = ('.4(F6.2,3ă).)) 
DO 4 K=2, N 


DØ 5I=1,N 
5 U(I) = A(K, I) 
L= 
DØ 6I=1,L 
DØ7J=1,N 
7 VJ) = Al J), 
= PSCAL (UC, V, N) 
R = PSCAL(V, V, N) 
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6 DD TE e 
S du, 
DØ 8 i = i 
8 A(K.J) = A(K,J) — Q()*A(1 J) 
4 CUN ANUE 
WRITE (108,19) 
19 FORMAT (/// VECTORII ØRTØGØNALI SINT://) 
DØ 12 I= 1N 
12 WRITE (108,15) L(A(,J),] = 1,N) 
15 FORMAT (”.' F(.12,)=(.4(F9.4,3X).)') 
STOP 
END 


FUNCTION PSCAL (A, B, M) 
DIMENSION A(M), B(M) 
PSCAL = 0. 
DØ 1 K=, M 

1 PSCAL = PSCAL + A(K)+B(K) 
RETURN 
END 


VECTORII DIN BAZA SÎNT: 


E(1) = (3.00 —1.00 —1.00 —2.00) 
E(2) = (1.00 1.00 —1.00 —1.00) 
E(3) = (1.00 .00 .00 —1.00) 
E(4) —(.00 —1.00 1.00 1.00) 


VECTORII ORTOGONALI SÎNT: 


F(1) = (3.0000  —1.0009 —1.0000 —2.0000) 
F(2) = (.0000 1.3333 — .6667 — .3333) 
F(3) = ( .0000 „1429 .4286 — 2837) 
F(4) = ( .4000 „2000 .2000 .4000) 
«STOP 

Fig. A.3 


44. Fie R spațiul euclidian canonic cu o dimensiune. 

1) Să se complexifice spaţiul R. 

2) Să se demonstreze că spaţiul complexificat CR devine un spațiu eucli- 
Qian dacă se introduce produsul scalar prin următorul procedeu 


(*) (2, 22) = (v! + iwl, a + iw’) = (vta? p wtw?) —- ilte? — ul w’). 


3) Dacă (es, ea, ..., ny este o bază ortonormată în R", să se arate că 
{ei + i0, ex + 10, ..., 6, + i0} este o bază ortonormată în CR”. 


Soluție. 1) Vectorii spaţiului CR sint perechile (v, w) =v +iw, unde 
viceR. Introducem operaţiile de adunare și înmulțire cu scalari astfel 


(1) (ol, 0) + (02, w) = at 02) + ift t e’) 
(2) &(v, w) = (x + i8) (v + iw) = (ao — Bw) + î(3Bu + aw) 


4 — Probleme de algebră — c. 264 49 


Se verifică fără dificultate toate axiomele spațiului vectorial, prin urmare 
mulțimea CR este un spațiu vectorial complex. 


2) (2 22) = (0102 + wte?) + (wt — a?) = 
= 020 + aa + f(a wt) — (w v1)) = (22:21) 
(ut + iw’) [(02 + 25) + ife? + w’) = 
(w? —- 205)] + iota? + 29) — otw y w?) = 
= (00) + (0w) + iffe) — (wP) + (009) + 
(0109) + ilfo) — (0'00)] = (2, 22) + (za, 23) 
(Mæ + i8) (è + ia’), (0 + iw?) = 
= [(av — Bw’) + i(Bul + awo? + iw?) [(av — Bw’) 02] + 
+ [(B0 + awt)w?] + ifl(8 + aw')o?] — (avt — Bar)? = 
= (0P) + (ww) — piw) — (w) + ERL) + (wte + 
+ afwo) — (w = (a + iB) (000) + (0w) + into?) — 
— (ot wP = R(zuza) 
(z, 2) = ((0 + î)(o + iw)) = [(00) + (ww)] + ilw) — (v0)] = 
= (vv) + (ww) > 0, deoarece (vv) > 0, (ww) > 0. 
c) (ep + i0), (e; + i0)) = (esse) + (0,0) + i(06;) — (8x0) = (ee) = du. 
45. Fie V un spațiu vectorial complex înzestrat cu produsul scalar (,). 
Notînd cu EV trecerea în real a lui V, să se arate că funcția definită prin 
<v, w> = &e(v, w) este un produs scalar pe EV. 
1) Fie veV. Să se verifice că v şi iv sînt ortogonali în EV. 
2) Să se arate că dacă (e, ..., e) este o mulțime ortogonală din V, atunci 
{er igr o.s Em ie, este o mulțime ortogonală în RV. 


46. În spațiul euclidian canonic R*, fie vectorul v = (14, —3, —6, —7) 
și submulțimea S = (aa, a, a3}, unde a, = (—3, 0, 7, 6), a= (1, 4, 3, 2), 
az = (2, 2, —2, —2). Să se găsească proiecția ortogonală w a lui v pe L(S) 
şi vectorul w+, 

Solujie. Acoperirea liniară a vectorilor aa, e, as notată cu L(S) nu este o 
mulțime liniar independentă. Vectorul proiecţie îl notăm cu w și acesta poate fi 
reprezentat ca o combinaţie liniară w = kya; + Rada + Rada. 

Notăm cu wt „perpendiculara“ coborită din v pe L(S). Deoarece (wt, 4,) = 
= 0, i = 1,2, 3, putem determina scalarii A, kə, ka ca soluție a sistemului 
liniar 
(a2, a) ka + (3, aa) ka = (v, aa) 

(a > az) ka F (a3, az) kg = (v, az) 
( 


da, da) ka + (az, a3) k3 = (v, 3) 


(au, a) ki + 
(d, 2) ki + 
(a1, a3) kı + 


Vectorul w+ se obține ca diferență wl = v — w. 
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Pe cazul concret efectuînd produsele scalare obținem sistemul liniar 
neomogen 


MEE e til e — 63 
kıt ha =— 1 
—2kı + k= 3; 


care admite o infinitate simplă de soluții A = - (æ — 3), k= = (1 — a), 


ks = a; «ER. 
Găsim w = (5,2, —9, —8); wl = v — w = (9, —5, 3, 1). 


47. În spațiul euclidian canonic Ri, fie submulțimea 
S == (au, dz, as), 

unde di = (1, 3,0,2), aa = (3,7, —1,2), aa = (2,4,—1,0). 

1) Să se găsească sistemul de ecuaţii liniare care descriu complementul 
ortogonal L+(S) al acoperirii liniare a lui L(S). 

2) Să se găsească o bază a complementului ortogonal L+(S). 

Soluţie. 1) Întrucât as = aa + as, urmează că dim L(S) = 2, deci dim L+(S)= 
= 2, Fie un vector ve L+ (S); v = (x1, %2, X3, x4). Ecuațiile care descriu L+(S) 


pot fi 
Xi + 3x% + 2x4 = 0 san xı + 3% + 2x; = 0 


2x1 + 4x% — %3 = 0 3x1 + Txa — Xs + 2x4 = 0. 


PE) 


2) Folosind sistemele de ecuații de mai sus, găsim soluțiile - Ars 


1 ; Î 
— a — 2, au a], aa, aaR, respectiv - Pa + 4, — Z Bi — 2, fu 


2) Ba, BER. 
Vectorii (—3, —1, —2, 0), (1, —1, —2, 1) determină o bază a lui L+(S). 


48. Fie F spaţiul vectorial euclidian canonic al funcţiilor reale continue 
definite pe [0, 27]. 

1) Să se verifice că mulțimea (fo, fa, fo, ...), unde fofr) = 1, fog-a(%) = 
= cos nx, fof x) = sin nx, neN”, este liniar independentă și să se ortonor- 
meze. 


TA Ă 3 - 1 
2) Notăm cu W subspațiul de dimensiune 2n + 1 generat de T fo 


1 f 1 
d Eaa 


pliciteze proiecția lui fe F pe W. Aplicație: f(x) = x. 


fo, (spatiul vectorial al polinoamelor trigonometrice). Să se ex- 
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27 
Soluţie. 1) În F avem produsul scalar (f, g) = | i f(x) g(x) dx. Prin cal- 


Că DY 0 
cul direct, pentru m # n, se găsește 


(7 Ll (de= 0, 


<0 


adică (fo, fi, f2,...) este o mulțime ortogonală. Acest rezultat împreună cu 
faptul că nici una dintre funcțiile fo ,fon-1 fa, nEN*, nu este funcția zero arată 
că (fo, fa, fa, ...) este o mulțime independentă. 

Deoarece 


27 iz 
(fo în) = di = 27, (fan fana) =| cos? nx ds = z, 


JÒ .0 


2r 
(fons fon) =| sin? nyx dy = z, 


9 
rezultă |ifol) = 027, [fal] = lfi! = Vz. De aceea mulțimea ortonormată 
ataşată este 
1 l 1 
23 fos —= foni» = fom nEN*$. 
(W2 vz NT 


2) Fie feF si î, proiecția lui f pe W. Se ştie că (vezi 2.32) 
2n 2r g 
fa = JD (E f) fo unde (£, £) =} ET 
= «0 
Numerele (f, f,) se numesc coeficienții Fourier atașați lui f. 
Pentru f(x) == x găsim 


> 


2% 27 
Eh) =È rdr = 272, (E faa) -=| PTE PE 
Di) 0 
îs E 27 
(f, î2) -| x sin nr di = — —- 
J n 


§ 3. TRANSFORMĂRI LINIARE 


3.1. Fie V și W două spaţii vectoriale peste cîmpul K. O funcție g : V — W 
cu proprietățile 


S(x + y) =F(x)+F(y7), Yx, yvEeV, 
T(kx) = kT (x), VREK, vxeV, 
se numește fransformare liniară (operator liniar sau homomorfism de spatii 
vectoriale ). 
Precizare: uneori in loc de F(x) se scrie Ẹ x. 


O transformare liniară £: V — K (cîmpul K este considerat ca spațiu vecto- 
rial aritmetic cu o dimensiune peste K) se numește formă liniară. 
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3.2. Funcţia J: V— W este o transformare liniară dacă și numai dacă 
S(hx + ly) = k(x) + 18(7), Vă, le, Yx, veV. 


3.3. Fie J: V — W o transformare liniară. 
(1) (0) = 0. 
(2) Dacă U este un subspațiu vectorial al lui V, atunci S(U) este un sub- 
spațiu vectorial al lui W. 
(3) Dacă vectorii x1, Xə, ..., A, EV sînt liniar dependenți, atunci și vec- 
torii S(41), 8(42),..., 9(4,)e W sînt liniar dependenţi. 
3.4. Fie J: V— W o transformare liniară. 
Mulțimea 
Ker(§) = {x| xE V, T(x) = 0}, 
numită nucleul lui T, este un subspațiu vectorial al lui V. 
Mulțimea Im(F) = J (V), numită imaginea lui V prin F, este un subspa- 
tiu vectorial al lui W (fig. 1.2). 
Dacă V este finit dimensional, atunci şi spațiul vectorial Im (J) este finit 
dimensional și 
dim Ker(5) + dim Im(F) = dim V. 
Dimensiunea nucleului lui F se numește defectul lui J, iar dimensiunea imaginii 
lui V prin $ se numește rangul lui $. 


3.5. Fie £(V, W) mulțimea tuturor transformărilor liniare definite pe V 
şi cu valori în W. Adunarea transformărilor liniare și înmulțirea cu scalari 
se definesc ca la funcții; dacă &, $ e€(V, W), atunci 


(8 + 8) (x) = (x) + F(x), vxeV, 
(RS) (x) = k(x), VkeK, YxeV. 
În raport cu aceste operații mulțimea €(V, W) este un spațiu vectorial peste 
cîmpul K. 
Elementele lui £(V, V) se numesc endomorfisme ale lui V. 


Spaţiul vectorial £(V, K) al tuturor formelor liniare definite pe V și cu 
valori în K se numește dualul lui V. Dualul lui £(V,, K) se dientifică cu V,. 


3.6. Compunerea a două transformări liniare, definită ca la funcții, este 
numită înmulțire (produs) şi are ca rezultat tot o transformare liniară. Evi- 
dent compunerea nu este comutativă dar este asociativă. 

Compunerea poate fi combinată cu operațiile algebrice de adunare și în- 
mulțire cu scalari: 

(1) dacă 4, 8,€ sînt transformări 
liniare pentru care au sens 4-+48, 
40 şi 8€, atunci Vk, LEK, 


(ka + 18) € = kae + 18C 


(2) dacă &, 8,€ sînt transformări 
liniare pentru care au sens 4-+8, 
CA și C8 atunci, Vk, LEK, 


(kA + 18) = kea + leg. Fig. 1.2 
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Fie J un endomorfism al lui V. Puterile naturale ale lui J se definesc in- 
ductiv: 
3” =, I= n= 1,2, 
unde este transformarea identitate. 


3.7. Fie J: U — V o transformare liniară bijectivă (inversabilă). Inversa 
-1; V— U este tot o transformare liniară. În plus dacă J: U—V și 
s:V— W sînt transformări liniare bijective, atunci $e J : U — W este o 
transformare liniară bijectivă şi (8o J)! = J-l o §7t, 
O transformare liniară bijectivă se numește izomorfism de spații vec- 
toriale. 


3.8. Dacă J3: V — W este o transformare liniară, atunci următoarele 
afirmatii sînt echivalente. 

(1) g este injectivă. 

(2) J : V —J(V) este inversabilä. 

(3) Ker (5) = {0}. 

3.9. Presupunem că J: V — W este o transformare liniară, iar dim V = n. 
Atunci următoarele afirmații sînt echivalente. 

(1) g este injectivă. 

(2) Dacă v, ...., pe V sînt vectori liniar independenți, atunci și (v), 

„Tu ETV) c W sint vectori liniar independenți. 

(3) “dim T(V) =. 

(4) Dacă (e, e2, ..., En} este o bază pentru V, atunci {9 (e1), S (e2), ..., T(e,)} 
este o bază pentru S(V). 


3.10. Fie V, şi W două spaţii vectoriale peste cîmpul K. Dacă (e,, ez, ..., €n} 
este o bază a lui V,, iar wi, Wz, ..., Wa sînt n vectori arbitrari din W, atunci 
există o transformare liniară unică $: V, — W cu proprietatea J(e) = w, 
t= Giron 

3.11. Fie V, şi W, două spatii vectoriale finit dimensionale peste cîmpul K. 
Dacă (ex, ez, En} este o bază a lui V,, iar {w, Wo, ..., Wm} este o bază 
a lui Wm atunci există o matrice și numai una T = [44] de tipul m Xx n astfel 


n 
încît 9(2;) = SS tape În plus, dacă =", are imaginea (x)= 


=J VW, atunci y, = Dun 4 = 1,2, ..., m. Notînd X = j | Y =[2] 
iz x 


n Y 

obținem scrierea E Y= aus, = 

T se numește matricea asociată transformării liniare J. Vom scrie T = 
= m(8). 

Fie £(V,, Wn) mulţimea tuturor transformărilor liniare de la V, la W, 
Şi Mnxal K) mulțimea tuturor matricelor de tipul m X n cu elemente din K. 
Funcţia m: £(V,, Wma) > Manxa K) definită prin $— T este un izomorfism 
de spaţii vectoriale. De aceea £(V,, W,) are dimensiunea mn. 

Izomorfismul m are proprietăţile: 

(1) m(S8S) = m(8) m(8), dacă SS are sens; 

(2) dacă s:V,— V, este inversabilă, atunci şi m($8) este inversabilă și 

m(5=) = (m(S))i. 

3.12. Fie £(V,, K) dualul lui V,. Baza fel, æ, ..., e"} a lui £(V,, K) defi- 

nită prin e(e;) = 8, i, j = 1,2, ..., n, se numește bază duală. 
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Dacă V, este un spațiu vectorial euclidian, atunci V, se poate identifica 
cu £(V,, K). 

3.13. Fie V, un spațiu vectorial finit dimensional peste cîmpul K și 
$:V,—V, o transformare liniară. Fixînd baze diferite în V,, lui Si se 
asociază matrice pătratice diferite, 

Matricele A și B, pătratice de ordinul n, cu elemente din K, reprezintă 
aceeași transformare liniară J: V, — V, dacă și numai dacă există o matrice 
nesingulară C astfel încît B = C~ AC. În acest caz matricele A și B se numesc 
asemenea, iar C este de fapt matricea de trecere de Ja baza veche la baza 
nouă. 


3.14. Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul K. Endomorfismul $: V — V 
se numește: 

(1) automorfism dacă este bijectiv ; 

(2) proiecție dacă °? = F ; 

(3) involujie sau structură produs dacă 5? — J, unde J este identitatea ; 

(4) structură complexă dacă F? = — J, unde ŞI este identitatea; 

(5) endormorjism milpoteni de indice n dacă FẸ” —0, unde n = 2, 3, ..., 
iar © este transformarea zero. Un cndomorfism nilpotent de indice doi şi 
de rang maxim posibil se mai numește şi structură tangentă. 


3.15. Submulțimea lui £(V, V) ale cărei elemente sînt automorfisme ale 
lui V este un grup în raport cu compunerea automorfismelor. Acesta poartă 
numele de grupul liniar general şi se notează cu GE(V). 

3.16. Dacă 8;:V—V, i= 1,2,.., p, sînt proiecţii cu proprietățile 


$ 
2,9; = ô pentru i # j și $> 9, = J (identitatea), atunci 
îi 


V = Im(2) 0 Im(2) 9... © Im(8,). 

3.17. Presupunem că V și W sînt două spaţii vectoriale complexe și 
euclidiene. 

Fie J: V — W o transformare liniară. Transformarea liniară $*: W — V, 
definită prin (x, Jy) = (5*x,y), YxeW, YyeV, se numește adjuncta 
lui FT. 

Un endomorfism J e £(V, V) se numește: 

(1) hermitian dacă J =g"; 

(2) antihermilian dacă J = — 8". 

O transformare liniară Se £(V, W) se numește unitară dacă păstrează 
produsul scalar, adică (5x,5y) = (x, y) Yx, yeV. Echivalent, $ este 
unitar dacă și numai dacă ||Sa|| = ||x||, YxeV. 

Orice transformare unitară este injectivă. 

Presupunem că V și W sînt finit dimensionale și că în fiecare este fixată 
o bază. Transformării J: V — W i se atașează matricea T. Matricea T’ = 
= “T atașată lui J” se numeşte adjuncta matricei T, 

Dacă T= 'T, atunci matricea pătratică T se numeşte /ermitică, iar 
dacă T = — ‘T, atunci matricea pătratică T se numește antihermitică. 


O matrice pătratică T cu proprietatea TT* = J, unde I este matricea 
unitate, se numeşte matrice unitară. 


3.18. Presupunem că V şi W sînt două spații vectoriale reale și euclidiene. 

Fie g: V— W o transformare liniară. Transformarea liniară g*: W — V 
definită prin (x, gy) = (9*x,9), VzeW, vyeV, se numeşte transpusa 
lui FJ. 
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Un endormofism g e£(V, V) se numește: 

(1) simetric dacă J =%"; 

(2) antisimetrice dacă T = — 8”. 

O transformare liniară J e£(V, W) se numeşte oriogonală dacă păstrează 
produsul scalar, adică (F v, Jy) = (x, Y) Ya, yeV. Echivalent J este orto- 
gonală dacă și numai dacă || xi] = |la||, vxev. 

Orice transformare ortogonală este injectivă. 

Presupunem că V şi W sînt finit dimensionale și că în fiecare este fixată 
o bază ortonormată. Transformirii $: V— W i se atașează matricea T, 
iar lui 9* i se ataşează ‘T. 

Unui endomorfism simetric îi corespunde o matrice simetrică, iar unui 
endomorfism antisimetric îi corespunde o matrice antisimetrică. 

Unui endomorfism ortogonal îi corespunde o matrice ortogonală, 


3.19. Transformări liniare clasice în R? 


Denumire Definiţie Matricea a:ociată 
1. Omotetia l 


1(x4,xX9) Rili xe) = (tzu txa) Hll, 0) = (t, 0) E i N 
040, 1) = 40, t) 


t > 1 dilatare, 0 < t < 1 contracție, t = 1 identitatea, t = — 1 simetrie faţă de origine 


2. Rotatie de unghi 6 


3 
Rix X2) tea) = (xcos0— 8&(1,0)=(eos 0, sin 0) oje saii ° 


— xsin 0, x, sin 0 + 8&0, I=(—sin 6, cos 8) 
-+ za cos 6) 


sin 0 cos? 


(x; „X3) 
că 


3. Proiecţii canonice 


Pra (e 2) = (e, 0) pru(1, 0) = a ali 
Baii (x47 x2) Pro, xa) = (0, 5) praţ0, 1) = (0,0) Lo ofp’ 
| pra(1, 0) = 00,0) fO 0 

Pra(0, 1) = (0, 1) N ] 


(x40) %4 


4. Simetria față de prima 
bisectoare 


Siri, xa) = (xa x) s(1,0) = (0, 1) -| ] 
s0, )=(1,0 Lli 0 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie trei vectori x, y şi z și trei l-forme u, v, w care satisfac 


u(x) = 1 — 8? — y, u(y) = —a8, uz) = — ay 
ala) = —o8, = e; ola) = pr, 
w(x) = —ay, wy) = by, w(z) = 1 — a — p? 


Să se arate că x,y,z (sau u,v, w) sînt liniar dependenți < a? + B? + 
+ a = Ì, 
Solutie. Relaţia ax + by + cz = 0 implică 
(1 — 8? — y’) a — abb — ayc = 0 
—apa + (1 — a? — pb Bye = 0 
—aya + Byb + (1 — a? — B?) ce = 0. 


Acest sistem omogen admite soluții nebanale dacă și numai dacă deter- 
minantul 


1—8? — y — a8 — yý | 
pars af | — 2 — y? By s (1 n B? 22 2 
— ay By 1—2 — 8’ 
este nul. 


2. Se consideră funcţiile J: R” — R? definite respectiv prin 


1) S(x) = a, cu a un vector fixat din R? 

2) F(x) = x+ a 

3) T(x) = àx, cui ER 

4) T(x) = (ru, %a, 42), cu a = (ti žy JER? 
5) F(x) = (3, X1, X2) 

6) T(x) = (X, du, X2 + k), cu k eR, k #0 


7) F(x) = (x1 + 2a— 3x3, 3x1 — Xa + 3x3, 2x1 + 3x2- 2%3) 
Să se cerceteze care dintre aceste funcții sînt transformări liniare. 


Solutie. 1) Dacă a # 0 rezultă (0) # 0, deci transformarea $ nu este 
aditivă; J nu este liniară. 
Dacă a = 0 transformarea $ este liniară. 
2) Dacă a # Orezultă 3 (0) # 0 și deci FJ nu este liniară; dacă a = 0, 
atunci J (x) = x, (y) = y și pentru «, BER găsim 
T(x + By) = ax + By = a(x) + BT (y), adică F este liniară. 
3) Asemănător, 
Flax + By) = Max + By) = a(x) + BOY) = aS (x) + BF (9), 
Yx, ye R?’ şia, ßeR; rezultă J liniară. 
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4) Fie și y = (yu, Yz y3) ER? și a,BeR. Avem ax -+ By = (axı + Bra, 

xa + Pa, axs + Bys) şi atunci 
Sax + 8y), = = conform definiției, [(«4; + 854, xxe -+ Byz, (axs + Bys] şt 

Z (ara, dxo, x5) + (Byr Byz B33) = T(x) + BF (y); s nu este liniară. 

5) $ este liniară. 

6) Deoarece T(0) = (0, 0, k) # (0,0, 0) = 0, rezultă că J nu este liniară. 

7) Fie și y= (yu Yz ys) ER? și a,BeR. Deoarece avem ax -+ py = 
= (ax, + Bu, az + ya, axs + Bya) rezultă, 

S(ax + By), = conform definiției, (zx; + 8y1 + Zata + 2Byz — 3ax3 — 38 y2, 
34x1 + 3Byı — aa — Bye F+ 3z% + 389 3, 2x 2B y + 32x -+ 3872 + 
-- 2a%3 + 2Bys) = RZEZI + 242 = 33) + p(y 5 ae H 2y Ei 3y3), a(3xı — Xa + 
— 343) —- £(3y. — ya -+ 3y3)}, (244 -H 343 2+2 23e) + B(2y + Iya + 298)] — 
= g(x + 22 — 3x3, ăi — Xa + 3xg Zi + 3ra + 2x3) + B(va + 22 — 3's, 
3ya — y2 + 3ya, 2y1 T 3ya + 293) = aT (x) + BF (y) şi deci F este liniară, 
Aici s-au folosit axiomele operațiilor introduse în spațiul aritmetic R?. 

3. Fie R,[X] spațiul vectorial real al polinoamelor de grad cel mult m. 
Să se arate că funcția F: R,[X) — R,LX] definită prin g(x) = p(x + 2) — 
— p(x), vxeR, este o transformare liniară. 

Soluţie, Fie p şi gq două polinoame oarecare din R,[X] și k, LER. Güsim 
S(hp(x) + lglx)) = Tkp + 9) (x), = conform definiţiei, (kp -+ ig) (x + 2 

— (kp + lg) (x) = kp(x - 2) + alx + 2) — pla) — lg(x) = bl + 2) — 
— p(x) + ia(a + 2) — RE = kT p(a j ISgiz), vase. Deci F este o 
transformare liniară, 


4, Să se cerceteze care din funcţiile definite mai jos sînt transformări 
liniare. 


1) S(p(x)) = p(~ 1), pERIX], VreR 

2) (p(x) = p(x + 1), PERIS, YxeR 

3) sola) = pla + 1) — 2(1), peRXI, YxeR 

4) s(p() = (9), PERX], VeR 

5) Ta) = 00, 03, 40), = (Au o 3) E Va 

6) Fis) = (en, e), = (a, Xo) E Va 

7) T(x) = (x1 + 1, x2 1, xs — 1), = (Yu do, 43)e Va 

8) Tix) = (xr t xa 0, y1 H ra F rh, = (Xi, 42, 2) E Va 

9) T(x) = (ra, fr Xa, Vuk Xa Haa awit sat a 4 a), 
x = (Xy, X2, Xa, Xa) e Va 


1), 2), 3), 4), 8), 9) liniară ; 5), 6), 7) neliniară. 
5, Să se determine rangul şi defectul transformării liniare J: R? — R° 
definită prin 
glx) = (21 F ta + Xa, Xi t Xa a, Xr t xat xa), X= (Xi, Xa Xa) 


explicitînd cîte o bază în Ker F și Im F. 
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Soluţie. Conform definiţiei Ker F este mulțimea vectorilor x == (44, X2, Xa) 
pentru care F(x) = 0, deci pentru care 


(%1 + Xa + X3, FF Xa + X3, xi + Xz T xa) = (0, 0, 0). 


Obţinem sistemul xı + %2 + Xa = 0, xı + xə- %3 = 0, x1 + Za + X% = 0 
care se reduce la ecuația xı -+ x3 + x3 = 0, ceea ce arată că sistemul este 
dublu nedeterminat și are soluția (x1, X2, %3 = —¥ı — ¥ə). 

În concluzie orice vector xveKerg are forma 


x= (Xi, Xa, — X1 — Xe) = x (1,0, — 1) + x2(0, 1, — 1). 


Vectorii aa = (1,0, —1) şi e= (0, 1, —1) sînt liniar independenți. De 
aceea {e,, e} este o bază în Kerg şi deci n = dim(Ker J) = 2. Avînd în 
vedere definiția subspațiului Im J și definiția lui F conchidem că orice vector 
din Im $ are toate coordonatele egale. Rezultă că oricare doi vectori din 
această mulțime sînt liniar dependenți. Mai mult, orice vector din Im J 
se poate exprima funcție de vectorul f = (1, 1, 1); rezultă că o bază în Im 
este formată din acest vector și atunci 7 = dim(Im 5) = 1. 


6. Să se cerceteze care dintre funcţiile definite mai jos sînt transformări 
liniare şi în acest caz să se determine defectul și rangul lor. 


1) T(x) = [ln |arctg(xı + x2 + x)|, zu, eteta], y = (%1, X2, %3) ER? 


2) T(x) = (acu, + Xa, 0), £= (X1, xa, s5) RS 

3) T(x) = (x1 + %2, 0, x2 + Xa, 0, aa + X3), x = (Xi, x2, le R? 

4) T(x) = x + (0,3,0) x= (xi, a, x3) ER? 

5) T(x) = (x1 — a, X1 + Xo, 3, Xp Xa), X = (x; x) ER? 

6) T(x) = (X2, x, Xa + X3), X = (X1, Xa, X3) ER? 

7) T(x) = (x1 + xa, 0, x1 + Xo), x% = (Xy Xa %3) ER? 

R: 1) Neliniară. 2) Liniară; dim Ker J = 1; dim Im J = 2. 3) Liniară; 


dim Kerg = 0; dim Im g = 3, 4) Neliniară. 5) Liniară; dim Kerg = 0, 
dim Im 5 = 2,6) Liniară; dim Ker F = 0; dim Im § = 3. 7) Liniară; dim 
Ker $ = 1; dim Im J = 2. 


7. (Derivata). Fie spațiile vectoriale reale V = ff: (a, b) — R] f deriva- 
bilă), W = {g: (a, b) > R}. Să se arate că funcția D: V — W definită prin 
g = D(f) = f' este o transformare liniară. Să se determine Ker D. 


R: Ker D = {f: (a, b) > R| f(x) = c, Yxe (a, b}. 
8. (Integrala definită). Fie spațiul vectorial real V = {f: [a, b] — R| f 
integrabilă în sens Riemann}. Să se arate că funcția I: V — R definită prin 


b 

I(£) = f(x) dx este liniară. 
9. (Integrala nedefinită sau primitiva). Fie spaţiul vectorial real V = 
= (f:[a,5]— R| f continuă}. Să se arate că funcția P: V— V, g = P(f), 


z 
g(x) =Í f(£) di pentru as xsb, este liniară și să se determine Ker P. 


„a 


R: Ker P = (funcţia zero). 
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10. Fie V spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor reale continue pe 
b 
[a, b]. Să se verifice că funcția 5: V — V, g = F (f), g(x) = \ f(ż) cos(x — t) dt 


„a 
pentru as<xsb, este o transformare liniară. Să se expliciteze Ker J. 
Soluţie. 8 este bine definită deoarece g este o funcţie continuă. Într-adevăr, 


g(x + h) = f(t) cos(x + h — t) di şi |g(x + h) — swish | f(£) (cos(x + h — 


a a 
— î) — cos(x — 1))|] dż < (se utilizează uniform continuitatea funcției cosinus 
pe [a, b]), e pentru / dintr-o vecinătate a lui zero, adică lim g(x + 4) = g(x). 
h0 


d 
Fie 7, seR şi fı, fz€ V. Rezultă g (rf, + sfa) =| (7f. (£) + sfa ()) cos (x — 


— di = dj fı (£) cos (x — 2) dż + sf falt) cos (x — t) di = 79 (fi) + sF (f), 


ʻa 
adică $ este liniară. 


b 
Condiția (7) cos (x — ći) dż: = 0, vxela, b], este echivalentă cu 


b j b 
(| f(7) cos £ ar) cos x -+ (| f(t) sin £ a) sin x = 0, YVxe[a, b]. De aceea Ker g 
a a 

conține acele funcții f pentru care | f(î)cos ż dł = 0, | f(ż) sin ¿dż = 0, adică 
funcţiile ortogonale funcțiilor cosinus şi sinus. i 

11. Fie D un domeniu din R” și C*(D) spaţiul vectorial real al funcțiilor 
de clasă C* pe D. Fie d*: C*(D) — C*(D) operatorul de diferențiere de 
ordinul $. Să se găsească Ker d’. 

12. Fie J: R? — R?” o transformare liniară dată prin imaginile 9(e,) = 
= (2, 1), 8(e2) = (0, 1), (es) = (1,1), unde e = (1, 0,0), e= (0, 1,0), 
€3 = 0, 0, . 

1) Să se determine imaginea unui vector oarecare din R?. 

2) Să se determine imaginea vectorului f = (2, 3, —1) prin T. 

R: 1) Dacă x = (44, %2, %3) E RS, atunci F(x) = (2x1 + x3, %1 + %2 + xə). 
2) T (f) = (3, 4). 

13. Pe spațiul vectorial real al functiilor polinomiale de grad cel mult n, 
notat cu P,, se definesc funcțiile 


plx) > Su(p(2)) = xp(x), 
plx) = Tpl) = x y tp(i) di, YxXER. 


“0 
1) Să se arate că J; ṣi Se» sînt transformări liniare. 
2) Să se verifice că J, este injectivă, dar nu este surjectivă. 
3) Să se determine Ker J, și Im Fa. 


Soluţie. 1) Yk, LER şi Yp, qe P,, găsim 
Salk + l4) (2) = s| 1RP(0) + 2a(0)) dt = a| kipli) dt + 
[1] 0 


Fa aj liqlt) di = KSa(p(2)) + Iralatu)) şi deci Sa este liniară. 


Pentru J, se procedează analog. 


2) Deoarece $,(p(x)) = xp(x) =0, YxeR, implică f(x) =0, VxeR, 
adică p(x) = 0, transformarea liniară Si: P, > Pra este injectivă. Ea nu 
este surjectivă întrucît nu orice polinom real de gradul n + 1 este divizibil 
cu y: 


3) Fie pla) = Das. Punem condiția (p(x) = 0, VxeR, adică 
20 


ţ DD ať di = ( y“ agl di = 0 sau 5 
o 1=0 


f d, a Zi 
Bt) = Dat, D = 
A ita 


1 
Notăm q(x) = bx. Ipoteza q(x) = «| tp(i) di, vxeR, conduce la condiţia 
A; 


ĉi 


= 0. Deci Ker J, =f 


v0 


n n 
bu = y ———, adică b =5> : li Astfel este determinată și Im Jc P.. 
29 1+ 2 îi 142 
14. Fie Se€(V, V) un endomorfism pentru care $? — J + d = 0 (9 este 
transformarea nulă, ð este transformarea identică). Să se arate că F este 
inversabil. 


Solutie. 1) Să dovedim că g este injectiv. Fie x, x€ V pentru care 
T(x) = F(x) şi deci 92(x,) = $2(x2). Egalitatea dată în enunţul problemei 
conduce la $2(x,) — T(x) + x = 0, Fl) — T(x) + x2 = 0. 

Prin scădere găsim xı = xz, adică $ este injectiv. 

2) Dovedim că J este surjectiv. Notînd x = y — Jy, rezultă F(x) = 
= f(y) — 92(y). Pe de altă parte, din enunț avem I =J — 92 de unde 
I(9) = (5 — 7°) (x) sau y= S(y) — 9”(v). Aceste egalități implică y = 
= $(x), ceea ce arată că F este surjectiv. În concluzie F fiind bijectiv este 
inversabil. 

Observaţie. În cazul dim V = n era suficient să arătăm că J este injectiv. 

15. 1) O funcție f: R —> R se numește funcție original dacă are următoa- 
rele proprietăți: 

(i) f(z) = 0, pentru ż < 0; 

(ii) f este derivabilă pe porțiuni; 

(ii) IM > 0 şi s>0 astfel încît | (A| < Me, Yt>0. Numărul s se nu- 
mește indice de crestere. 

Să se verifice că mulțimea tuturor funcțiilor original este un spațiu 
vectorial real. 

2) Fie Q(a) subspaţiul funcțiilor original care au indicele de creștere cel 
mult a și Ce(a, o) spaţiul vectorial real al funcțiilor de clasă C” pe (a, o). 


Să se arate că funcția £: O(a) > C”(a, œ), £(f) = F, F(p) = (pe di 
este o transformare liniară injectivă (transformarea Laplace 7 
16. Dacă S4, S>e (R?’, R?) sînt date prin matricele 


e IE med e 2 
hlo 2 itk t=] 04 iF 
1 2 3 90 5 


în raport cu baza canonică a lui R’, atunci 
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1) să se determine imaginea lui x=(0, 1, —1) prin Fuh T 

2) să se determine imaginea lui y = (1, 3, —2) prin Si + Sa și (Tı + 
+ 82”; 

3) să se determine imaginea lui z = (1, 2, 0) prin 91 So şi TF4. 


R: 1) Su()=(1,1, —1), Sa) = (2,3, —5), s=- m -jP 
3 4 3 1 
sita) =(3 Žž, =a) 2) (E1 + Fa) (y) = (13, 14, —9), (F1 +F) (3) = 
30 36 27 
=(- D F, se) 3) (T:Fa)(2) = (29, 16, 23), (Ta81)(2) = (21, 21, 25). 


17. Fie spaţiul vectorial al matricelor pătratice de ordin doi MexalC) în 
care considerăm matricele 


aie ÎL dal” P AE i 4! Aj T 
1 0 i 0 O =l O ií 
1) Să se determine o EE liniară l: MaxC) — C astfel încît [((A,) = 
= —4i, L(A) = 6, L(A;) = 2, (Au) = îi. 
2) Să se determine o bază a subspațiului format din matricele A pentru 


care NA) =—4, 


P R 5 [44 4 i AN 
Soluţie. 1) Fie matricea AEM (C), A =| > | și baza canonică 


azı az 
wi = LX Ha = Re i 1t Hp tty = 4 a acestui spațiu. Co- 
=w a * bn ge” a pf F loa 


cap formei liniare sînt lu) =, j= 1,2,3,4; ee. Deci [(A) = 
= än + äi + slz -+ dada. Spunem că am determinat această formă 
dacă cunoaștem fiee = săi; pentru aceasta ne folosim de datele din 


enunț ((A,) = aa -+ ag = —4i ș.a.m.d. Sîntem conduși la sistemul liniar 
neomogen az 4 aa = —4i, —ixs + igs = 6, cu — ga = 2, iay t i4 = 4i a 
cărui soluție este unică ay = 3, «s = i, op = — 5i, o = 1. Deci L(A) = 38n + 


+- id — Bila + do. 
2) Fie Peri pe pia 82 C Slox2(0), 22 = {A| HA) = 4). Elementele matri- 
celor din 9z se află în relația 


di + id = Sida; + do = 4, 


dim 92 = 3. O bază din acest subspațiu poate fi 


B, =|; A! he = a} AE h |: 
E a 3 1 (O: 
18. Fie J1, T2E S(R[X], R;/X]) două endomorfisme definite astfel 
Tildo + aX + aX? + aX?) = ao + aX + aX’, 
TX? + X?) = X + X3, JAX + X’) = 1 + X’, g1 + X3) 1A 
+ X? X?, Sal +X +X X’) =O. 
Să se determine matricele transformărilor 9,92 şi respectiv JT, în 


raport cu baza canonică a lui RX. 
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Soluţie. Notînd e, = 1, ex = X, ez = X?, e, = X? și ținînd seama că Ye 
este o transformare liniară, găsim 


z ; Š 1 1 
Taleg) -t Tolea) = Ea — Es ȘI deci Tale) == 7 Ea — i ĉa 
Taleo) + Tolea) = a + e Tale) = — l3 — — 83 — — l4 
1 1 

Tofer) + Talea) = ea + e2 + 03 +e Tales) = — 61 B AN i 

i 1 3 
Taler) + Tolea) + Teles) + Tele) = 0 Talea) = e, + ea zid F 7a 

Rezultă 


| i 3 i 1 
FT24) = Si uT asr te îi =u fe pete e ae 


De aici găsim 


0 — 1 1 

wa 9 = 0 i 
1/2 —1f2 —1/2 1/2 

| 0 0 0 0 


Definiţia lui J, implică Safe) = ex, Tilea) = e2, Tilea) = ez, Tilea) = 0. 
De aceea 

Ta Tilea) = Tofer), Sa Tile) = Sa(02), Ta Tiles) = Falez), Ta Tilea) = 0, 
şi deci 


0 a ail 
a=] 0 = 0 
i =i, =B 
-3f =i fa 


OOGO 
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19. Să se dovedească care dintre funcţiile definite mai jos sînt transfor- 
mări liniare și în toate cazurile de liniaritate să se determine matricea aso- 
ciată transformării în raport cu baza canonică a spațiului. 


1) F(x) = (ixi ixz xa), x = (x1, Xa, se R?, g: R’ — C’. 
2) g(x) = sin x, xeC, J7:C— C 
3) g(x) = (ix + isz + xa Mr Xa + Xs+ Xa, O, ixa), 

x = (äu Xa, Xa xa) EC0*, S:0— 0! 
4) F(A) = A, AE Maxel K), T: Maxs(K) — Nars(K) 
5) I(x) = ja + 2z + 3x3, ¥ = (au, Xa, e RE, J: R? —R 
6) F(x) = xı + ixa — ix, x= (xu do, %9) ER’, J: RC 
7) F(x) = (x, —ix, 0), xeR, T: R => C’ 
8) s(x) -Í x pi! sel, T: 0 — Sa(0). 


—ix 


i 0 0 
R: 1) Liniară, T=l|o i | 2) Neliniară, 
001 


1000009000 

a 000100000 

ii 10 000000100 

3) Liniară, T=|! 1 1 1|, 4) Liniară, [0 10000000 
0000 = loaooLe000 

000: 000000010 
00100900000 

000001000 

00009000 1l 

5) Liniară, T = [i 2, 35] 6) Liniară, T =[1, i —i]. 7) Liniară, 


5 y i L d 
T ={1, —i, 0]. 8) Liniară, T -| i e 
d 
20. În spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor reale fiecare dintre mul- 
timile 
(sin x, cos x}, fe” sin 3x, e” cos 3x}, {1,1 — x, 1 — x — e} 
este liniară independentă și generează un subspațiu V finit dimensional. 


Utilizînd mulțimile date ca baze pentru V, să se găsească matricea atașată 
operatorului de derivare D: V — V. 

21. Fie J: V3 — V, funcția definită prin egalitatea (0) =Ü X4, 
a fixat. 

1) Să se arate că F este o transformare liniară. 

2) Să se calculeze Ker J şi Im J şi să se arate că 


Kers @ Im F = Va. 
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3) Să se determine o bază în V; față de care matricea lui J să fie de 
forma 


o o0 0 
T=lo o ıp 
0 =la |? 


4) Să se determine subspațţiile invariante ale lui 9. 

Soluție. 1) Fie di, Vaze Va şi due R; rezultă: 

F(A + uto) = (Adi +u) X T = AT X 4) +u X 2)= A8 (71) + 
+ug (v2) şi deci J este liniară. 

2) Ker g = {e V;|7(T) = 0}. Însă, J() =0 implică 7 x Z= 0, adică 
J= kā, keR şi deci Ker J = {kä |k e R} este mulțimea vectorilor coli- 
niari cu Z. 

Im $ = {3 (0) | 5e V3} = {Ww =V X4 | W Li, W1 d), adică este mulțimea 
vectorilor din V; ortogonali pe a. Rezultă Kerg f ImJ = (0). Pe de altă 
parte orice vector nenul eV, poate fi descompus unic ca suma a doi 
vectori, = vı + 2, cu du coliniar cu a, iar Us ortogonal cu g, adică 
de KerS şi Vzelm 3, de unde V; = Ker g @ Img. 

3)Considerăm baza formată din vectorii £, = 2, ĉ2€ Im J, 23 = 2 X A- 
Renumerotînd, obținem baza F EA Je = ĉa în care 

s) =836) = fa xi =i xi =0=0 +0 h+ 0h 
x 


>, > 


(fa) = 3 (3) =? X 2 = (2 X 2) X = (3, Z2) — (È, 4) = 
= —(3, 3) 2&2 = — | èlh = 0 -f+ 0 -f I8 lh 
deoarece ze Im $ implică (4, 22) = 0. 
s(h) = 9(02) =? X l =la =h =0h + h+ 0- fa 


Rezultă că matricea lui $ în raport cu baza (Ida Î) are forma 


0 0 0 
a - 0 1 |: 
0 —|ă|? o 


4) Subspaţiile invariante ale transformării 9 sînt: (0), Vs, Ker 9 şi Im J 
deoarece 


a(0) = 0 x å = 0 =F (6) e {0} 
(3) = x dev, due 
Dacă ve Ker J » Ù = kå şi atunci, 
a aia (kā) x å =0, s(d)eKerg. 


= 


Dacă v eIm J > (v, 4) = 0> v | 4. Atunci, 


S(î) =? x a = F(0) 1 å => F()eIms. 
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22. Să se determine matricele transformărilor liniare J, : R'—R%, j= 1,2,3, în 
raport cu baza formată din vectorii fı = (1,2, 3), fə = (2,1,3), fa = (1, 1, 1) 
cunoscînd că 


320 —1 2 —3 1 —1 2 
DT] 0 H 2) Tp=|—2 2 —6| 3) T=]3 —3 6 
00 0 -7 2 —6 2 —2 4 


sînt matricele transformărilor respective în raport cu baza canonică a lui R”. 
Indicaţie. Se aplică formula B = C-! AC, în care C este matricea de 
trecere. 


23. Fie transformarea liniară J: V — V; definită ca proiecția ortogonală 
a vectorilor din Va pe planul P: x — 3y + 2z = 0. Să se determine matricea 
transformării în raport cu baza canonică a lui Va. 

Indicaţie. Determinăm o bază convenabilă. Anume alegem 7, = (1, 1, 1) 
conținut în planul P și determinăm un vector Ya = (a, B, y) care să aparțină 
planului și să fie perpendicular pe 74. Din aceste condiții rezultă Ù = (—5, 1, 4), 
Completăm baza cu vectorul 73 = (1, —3, 2) normal la plan. Deoarece 


T(V) =, S(d2)=V2, S(U3))=0 
rezultă că 


1 0 0 
T=|o 1 of este matricea transformării în baza (7,, da, v3}. 
0 0 0 


Notăm prin U matricea transformării în baza canonică f, 7, k} şi aplicăm 
formula U = C~! TC, unde C este matricea de trecere de la baza canonică 
la baza (7, Va, Ts}. 

24. Fie $,, fe (V, V) două proiecții. Să se arate că 

1) Fi + Sa este tot o proiecție < F1 F: = fo Ff = 9: 

3) Ker (Fi + F2) = Ker F1 N Ker F». 

Solujie. 1) Fı și Fa sînt proiecții, adică F} = Sa şi $$ = f. Admitem că 
Ff: = FF; = O. Aceasta implică (F1 + Fa)? = $? + FiF + Sf + F = 
= fı + Ya ceea ce arată că şi transformarea sumă F, + Fz este o proiecție. 
Reciproc, dacă admitem că $, + Sa este o proiecție, obtinem 525, + Ff = 0. 

Compunînd la stînga, respectiv la dreapta cu f, găsim 


FFF: -H FiF = 0 sau FFF F FiF == 9, 
FF? -H FAS = 0 FoFi + FFF, = O 


Prin scădere se obține Ff — FF = O. Prin urmare Fifa = FF; = O. 

2) Incluziunea Îm($, + f2)c Im f, Im F este evidentă. Fie xe 
e Im f, ® Im f,;, ceea ce înseamnă x = xı + x cu xE Im f; și x26 Im f». 
Găsim (Fa + Fa) (x) = (Fi + Fo) (x1) -l- (S L Fo) (x2) = (F + F2) F(x) + 
+ (F1 + Fa) F(x) = Fix) + F(x) = xı xa = x; aceasta arată că 
xe Im (Fi + Fə), adică Im Fea Im Fa c Im (Fi -L Fə). 

3) Deoarece Ker (F1+F)={xE V | (F1+F2)(x)= 0}, iar Ker 5, N Ker F, = 
= {xe V| S(x) = 0 și Fa(x) = 0) se găsește Ker $, N Ker Fac Ker($, + F2). 
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Fie x e Ker (F4 + $2), atunci (F1 + F2)(x) = 0 sau F(x) = —Sa(x). De 
aici rezultă că (x) = 0 implică F(x) = 0 și reciproc. Deci xe Ker fN 
N Ker Fz, adică Ker (5, + $2)c Ker 5, N Ker Fo. 


25. Fie Je£(V, V) un endomorfism nilpotent de indice p>2. 
1) Să se arate că endomorfismul J — F este inversabil și că (J —9)! 
=8 +T +I? +... ga! 
2) Să se verifice că dacă x este un vector astfel încît 9?-1(x)+ 0, atunci 
x, 9(x),... 9P-1(x) sînt vectori liniar independenți. 
Soluţia, 1) g este nilpotent de indice p dacă g? = ©, € fiind transformare 
nulă. Rezultă 


(I — 7) (I +T +3? ++... +I) = (J HI HTH. H 
+ 97) (J —8) =J -P =. 


De aceea endomorfismul $ este inversabil și (J — J pts =8 +g] 43? + 
+.. -+ gr- 

2) Fie scalarii kı, ..., Rp-a pentru care kox + kig (x) + ... + kp971(x)= O. 
Aplicînd succesiv pe F și ţinînd seama că J? = © rezultă 


Beria) + birt e) Fe oe FH kpag” (a) = 0 


kog” 2(x) -+ R92-1(x) = 0 
ko87-1(x) = 0. 


Deoarece g9?-1(x)=+ 0 rezultă kọ = kı = ... = kp = 0 şi deci afirmația 
este adevărată. 

26. Să se determine transformarea liniară S:R'— R* cu proprietatea 
că Ker J = Im g = L(e,, e2) unde e, = (1,0, 1,0), ea = (0,0, 1,1) şi apoi să se 
găsească matricea lui $ în raport cu o bază a lui R care conține vectorii 
ĉl, 2. 

Indicaţie. Fie es = (0,0, 0,1) și ea = (0,1, 0,0) aşa încît (eu, €z, €s, ea} 
este o bază a lui Rė. Punem g (e1) = 0, F (ea) = 0, (03) = li, F (e4) = 62. 

Atunci Sora -+ aaa + azes + g4£a) = 0 implică ase + aaa = 0, adică 
gs = x, = 0 (deoarece e, și ez sînt liniar independenți) şi de aici rezultă 
Ker F = L(2, &). Egalitățile T (22) = e, T(ea) = ez implică Img > L(e,, e2) 
şi deci Im $ = L(e6,, e2). Matricea este 


0010 
70 0 0 1j, 
0000 
0000 


27. Fie Və spațiul vectorial al segmentelor orientate cu originea O identi- 
ficat cu mulțimea punctelor din plan și fie A: Va — Vo transformarea liniară 
definită prin &(2) = b, a(b) = 7, unde A(â) şi B(b) sînt două puncte fixe 
necoliniare cu 0(0), iar C(c) un punct din plan. Să se determine C(c) astfel 
încît 

1) & să fie o proiecție. 

2) A să fie o involutie. 

1) C=B, 2) C=A. 
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28. O transfermare liniară J:V — V se numește ciclică dacă există un 
vector ve V astfel încît (7, (0), 92(v),....) să genereze pe V. Să se verifice 
că I:R*—R5, F(x, y, 2) = (x+y, y+z, x) este o transformare liniară ciclică. 

Indicaţie. Se caută un vector v astfel încît {v, 9(v), 92(v)) să fie o mul- 
time liniar independentă. 

29. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n. O transformare 
liniară J}: V — V care satisface relația J? = — ð se numește structură com- 
plexă pe V [58]. 

1) Să se arate că V admite o structură complexă dacă și numai dacă 
n = 2m. 

2) Să se demonstreze că un spațiu vectorial real V care posedă o struc- 
tură complexă 7 devine un spațiu vectorial complex de dimensiune m dacă 
înmulțirea cu numere complexe se definește prin 

(a + ib) x = ax + b](x), xe V, a, be. 

3) Invers, fiind dat un spațiu vectorial complex V de dimensiune m, 
definim $: V— V prin Jx = ix, xe V. Să se arate că dacă V este considerat 
ca un spațiu vectorial real de dimensiune 2m, atunci } este o structură com- 
plexă pe V. 

30. Considerăm transformările liniare D, J: R,[X] —> R,[X] definite res- 
pectiv prin D$ =, S(p(x) = p(x + 1) — d(x)), pe Ra[X], VxeR. 


1) Să se arate că D este un endomorfism nilpotent şi să se scrie matricea 


ki 2 n: 
lui D în raport cu baza fi, £, A a | 


i i“ l 
2) Să se arate că 


1 1 1 1 
ra ba a PR, A a i 
1! tai (n — 1)! Hal 
R: 1) Di = 0, To 1 0.. 0] 

O O 1.0 
p={0 0 0...0 
00 Oait 
0 0 0...0 


A a R a j=l NyA h” 
2) p(x + h) = p(x) + TP (30) Fe eaen ea 
ET m=i! nl 


pet 1) = Pla) H E D) H a H E a). 


Deci 
s(p(a)) = B+ 1) — pa) = -5 DEC) + DEAC) + m + 
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31. Fie V un spațiu unitar și 9: V — V o transformare liniară pentru care 
1E(2)|! =1|g"(2)|!, vzeV, unde 3° este adjuncta lui J. Să se arate că 
II" = 9'8. 

Soluție. Relaţia ||F(x)||=]|7*(x)|| implică (Fx, Sa) = (9"4, 9*x). Pe 
de altă parte, definiția adjunctei (x, Jx) = (9”x, x) conduce la (Fx, Fx) = 
= ((7*)"x, x) = (x, T*(Tx)) şi (T*x, Dx) = (x, T (J*x)). 

Avînd în vedere aceste egalități, găsim (x, Jg*x) = (x, 9'9x) sau 
[x, (95* — 3°T)x] = 0, Yxe V. 

Prin urmare 99” = 9'$. 


32. Fie g:V — V un endomorfism dat prin matricea 


T= 3+2i 2— 2i 
l1—i 3+4i 
În raport cu o bază a spațiului euclidian complex V, Să se determine două 
transformări hermitiene J, și Jə astfel ca J =J; + if, şi apoi să se 
determine matricele transformărilor J; și Tə. 
Solutie. Fie J* adjuncta lui J. Transformările liniare Jı și J sînt 


T +T T — 9" 
PRR muia Ș RER „ue A 
2 2i 


Acestea sînt hermitiene deoarece 
è a +g’ ) g* +9 
g ss] s 


SR =f 
2 2 - 


Dacă T = 44] este matricea transformării J atunci T* =([7,] este 
matricea transformării adjuncte 9”. Avem 
T E —2i 1 +i | 


2+2i 3— 4i 
şi 
3 i 2 3 i 
T+T 2 2 T= a: 
2 a 2'2 


unde T, și Te sînt matricele transformărilor J4 și Sa. 

33. Să se arate că transformarea liniară J :Maxs(R) — Slsxa(R) definită. 
de egalitatea F(A) = “A, Ace 9s,s(R), este o involuţie simetrică. 

34, Fie Co(a, b) spaţiul euclidian canonic al funcţiilor reale continui pe 
[a, b] 

1) Fie V subspaţiul funcţiilor f de clasă C! pe [a, b] pentru care f(a) = 
= î(5). Să se arate că operatorul de derivare D: V > Co(a, d), D(f) = f 
este antisimetric. 
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2) Fie V subspaţiul funcțiilor f de clasă C? pe [a,b] pentru care 
pla) f(a) = 0, p(b) f(b) = 0, unde p este o funcție fixată, de clasă CL. 
otăm cu q o funcție fixată din CO (a, b). Să se arate că operatorul lui 
Sturm-Liouville $: V — Co(a, d), S(f) = (pË) + qf este simetric. | 


Indicatie. Produsul scalar pe Cola, b) este definit prin (4, v) = y u{xjo(x)dx. 
35. În spațiul complex C? definim produsul scalar 

(x, Y) = aaa + ia — iai + 4x2 + os, 
unde x= %16] + Xg + Xa, Y = Yyı8ı + Wata aa iar za =(1,0,0), 


£ = (0, 1, 0), es = (0,0, 1) este baza canonică a lui 0%. Fie g: ©? — C? trans- 
formarea liniară ataşată matricei 


1 0 i 
Talj 4 ije XC: 


t.i 


1) Să se determine matricea adjunctei lui F. 
2) Să se determine A astfel încît T să fie inversabilă. 
R: 1) E. 2 yl 
3 3 i i 
T=| 1, 4, 9 feței, 
— — i l 1 
3 7 2 6 


LA 000 Mer i 


36. Fie J: R*— R* transformarea liniară definită prin 


1 1 1 5 1 
T(x) = |— t1 aaa akku 
2 2 6 
1 1 5 1 1 1 5 
— — Aa — x — Xa, — x — Xz + — X43 — — X 
aata 5 ae 4 3 st fe arde i i} 


z = (ty Xa, Xa, aE Ri. 
1) Să se arate că J este ortogonală. 
2) Să se determine 9-1. 
„ 3) Să se scrie matricele lui g şi 9-1 în raport cu baza canonică a lui R. 
Imdicaţie. 1) Se arată că ||g(x)||=l]|x|| pentru orice xeRî. 2) Se 
rezolvă sistemul y = (2%), y = (Yur Yz, Ya, Ya) în raport cu Xi, Xa, Xs, Xa și 
se obține g7. 
37. Fie V un spaţiu vectorial real, CV complexificatul său și J: V — V 
o transformare liniară. Funcţia 0g : CV — CV definită prin CS (u, v) = (Tu, Tv), 
sau altfel scris CF (u + iv) = Ju + ifv, se numește complexificata lui F, 
1) Să se arate că Cg este o transformare liniară care are proprietățile 
C(kT) = ROS, keR 
C(5 + 9) = 08 + 0g, 
C(sg) = CECT, 
(CI)! = C(9-1), dacă F este inversabilă. 
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2) Fie fe, ..., €p} O bază a lui V, și ((e., 0), ..., (ex, 0)) baza corespunză- 
toare din CV. Să se verifice că matricea CT atașată lui CF este egală cu 
matricea T ataşată lui J. 


38. Fie ge£(0", C”) o transformare liniară. Se numește reprezentare 
reală a transformării J, transformarea liniară reală Eg: RC" — RỌ” care 
coincide punctual cu J, unde RC", EC" sînt trecerile în real ale spațiilor C” 
și Om. Știind că J: C? — C? este transformarea liniară definită prin 


T(x) = (41 + iod + Xa, i43), x = (2, Xa, X3)e C’, 


să se determine matricea reprezentării reale a lui J în baza (f,, fz, fs} unde 
fı = (0, i, 1), fa= (0, 0, i), fs = (i, —2, 2). 
Solutie. Mai întîi determinăm matricea transformării J în baza dată. 
Fie e = (1, 0, 0), ez = (0, 1, 0), es = (0,0, 1) vectorii bazei canonice şi 


T (e) = (1, 1,0) = (1, 0,0) + (0, f- 0) = ĉi = eg + 0- êg 
POTE EE EEE TER 
| T (ez) — (0, F; i) == (0, Jy 0) —- i (0, 0, 1) = 0 ĉi 4- (2 -+ iz. 


Matricea lui 9 în această bază este 


li 0 
T=|l 0 1]; 
2 0a 
Deoarece f4 = ie + ez, fa = ies, fa = — ies — 2e3 + 2es rezultă că matricea 
de trecere de la baza {e;, ez, es) la baza (f,, fz, fa) este 


0 0 —i 
C=|i 0 —2]: 
| å 2 
Folosind 3.13 obținem matricea transformării J în baza {fı, fə, fs) şi anume 


—3 —i —2—5i 
U = C T- C=|4—i 2i 745i | 


—i 0 3 
Dar 
—3 0 —2 0 —1i — 
-| 4 0 l-i 2 ja 
0 0 3 m=i 0 0 
aşa încît matricea trecerii în real a lui FJ este 
r3 o 0 i 
4 0 Ti 1 —2 —5 
A —B 0 0 3 1 0 0 
Ry = a i aa alee a [a 
E pi Îi A v =B 
—1 2 Se dA O 7 
—1 O 0; 0 0 2 


71 


39. O rotație a lui R” este o transformare liniară ortogonală cu deter- 
minantul + 1. 

1) Să se arate că o transformare liniară $:R?2— R? este o rotație dacă 
și numai dacă există un număr real 0 astfel încît matricea lui & în raport 
cu baza canonică a lui R? să fie 


cos  —sin i 
sin 0 cos 6 


2) Să se arate că orice rotație a lui R’ lasă fixă o direcţie (admite un 
versor propriu în raport cu valoarea proprie 1). 

3) Să se arate că dacă & este o rotație a lui R?, e, este un versor pentru 
care (21) = Zı și Zz este un versor perpendicular pe £,, atunci matricea 
atașată lui & în raport cu baza ortonormată (£,, £2, €1 X Zo} este 


1 0 0 
0 cosð —sinð|, de. 
0 sin cos ĝ 


40. Fie V un spațiu vectorial normat şi complet și D = (ao, au, .., An} O 
diviziune a intervalului (a, b]J€R. O functie f: [a, b] — V se numește functie 
în scară în raport cu diviziunea Ð dacă există elementele vı, va, ..., WE V 

n 


astfel încît f(t) = Vi lai< i< aa i=], 2, .. n. Valoarea I (f) = >. (a, — aia), 


t=i 
este independentă de 9 și se numește integrala lui f. 

Să se arate că mulțimea Sc ([a, b], V) a funcţiilor în scară definite pe 
(a, b] și cu valori în V este un subspațiu vectorial al spaţiului funcțiilor 
mărginite definite pe [a, b] și cu valori în V, iar I: Sc ([a, b], V) — V este o 
aplicaţie liniară care satisface || 7(£) || < (8 — a) || fllo unde || f|la este norma 
supremum. 


§ 4. VALORI ȘI VECTORI PROPRII 


4.1. Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul K(R sau C), fie &: V — V 
un endomorfism și xe V — (0). Dacă există AeHK astfel încît Ax = Ax, 
atunci x se numește vector propriu, iar A se numeşte valoare proprie pentru 
transformarea liniară 4. 

Mulțimea valorilor proprii ale lui 4 poartă denumirea de spectrul lui &. 

La un vector propriu al lui & corespunde o singură valoare proprie. 
Vectorii proprii ai lui & care corespund la valori proprii distincte sînt liniar 
independenți. 

4.2. Mulțimea S(A) = {x|xe V, Ax = x, A = valoare proprie) este un 
'subspațiu vectorial al lui V invariant față de &, adică 4(5)sS. Acest sub- 
spațiu poate fi finit sau infinit dimensional şi se numește subspațiu propriu 
corespunzător lui A, 

4.3. Fie A = [a,] o matrice pătratică de ordinul n și X = [x,] o matrice 
nenulă de tipul n X 1 cu elemente din cîmpul K(R sau C). Dacă există de K 
„astfel încît AX = AX, atunci X se numeşte vector propriu, iar A se numește 
valoare proprie pentru matricea A, 
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Ecuația matriceală (A — AI) X = 0 este echivalentă cu sistemul liniar 
şi omogen 


(t1 — A) x1 Gaza + ee F dim = 0 


a21%¥1 -H (223 pe A) Xa Fa + Ann = 0 


n... ............ .. .. .. .  . . . . . .. 


apita F poa Fo F (Aaa — A) Xy = 0, 
care are soluții nebanale dacă și numai dacă 


Au —A da s.. Aig | 
P(A) = det (A — M) =| fn dada |= 0, 


! aai da zeii dan) 


Polinomul P(à) = det (A — A) se numește polinomul caracteristic al 
matricei A, iar ecuația P(A) = det (A — M) = 0, AeK, se numește ecuația 
caracteristică a matricei A. 


4.4. Fie A o matrice pătratică reală de ordinul n și P(A) = det (A — AI) = 0 
ecuația ei caracteristică. Deoarece nu orice ecuație admite soluţii în R, dar 
admite în C, uneori valorile proprii ale lui A se definesc ca fiind elemente 
din C. În acest caz vectorii proprii corespunzători aparțin complexificatului 
lui R”. 

Fie ^, ħa... A, valorile proprii ale lui A în C, fiecare valoare proprie 
fiind scrisă de atîtea ori cît este multiplicitatea sa. Avem în d... = det A, 
M + ha + ... — Aa =trăA, 

Matricele asemenea au același polinom caracteristic și deci aceleași valori 
„proprii. 

4.5. Fie V, un spațiu vectorial n-dimensional peste cîmpul K(R sau CO), 
fie &: V, — V, un endomorfism şi A matricea atașată lui 4 în raport cu o 
bază fixată în V,. Mulțimea valorilor proprii ale lui 4 constă din rădăcinile 
lui P(A) = det (A — M) care fac parte din K. Vectorii proprii ai lui & sînt 
„soluțiile ecuației matriceale (A — MI) X = 0. 

polinomul P(A) = det (A — M) este invariant față de o schimbare a 
bazei din V,, adică coeficienţii lui P(A) depind de endomorfismul 4 și nu de 
-reprezentarea matriceală particulară A. De aceea P(A) = det (A — AI) este 
numit polinomul caracteristic al lui A, det A este numit determinantul lui &, 
“tr A este numită urma lui A etc. 

Endomorfismul &: V, — V, are cel mult n valori proprii distincte. Dacă 4 
sare exact n valori proprii distincte, atunci vectorii proprii corespunzători 
determină o bază a lui V, și matricea A atașată lui & în raport cu această 
“bază este o matrice diagonală avînd drept elemente pe diagonală valorile 
proprii ale lui d. 


4.6. Fie V, un spațiu vectorial real de dimensiune n și &: V, —> V, un 
„endomorfism. Notăm cu CV, complexificatul lui V, şi cu CA complexificata 
lui 6. Deoarece & şi CQ au aceeaşi reprezentare matriceală, valorile proprii 
ale lui CA sînt valorile proprii în C ale matricei reale asociată lui 4. Avînd 
în vedere acest lucru, uneori CA se identifică cu d, căutîndu-se valorile 
proprii ale unui endomorfism real direct în C și bineînțeles vectorii proprii 
zîn complexificatul spațiului vectorial real. 
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4.7. Fie endomorfismul 4: V, — V, şi A matricea asociată lui d în raport 
cu o bază fixată în V,. Endomorfismul & se numeşte diagonalizabil dacă 
există o bază a lui V, față de care matricea D asociată lui & să fie o matrice 
diagonală ; corespunzător matricea A se numește diagonalizabilă dacă există 
o matrice nesingulară T astfel încît D = T-IAT să fie o matrice diagonală. 

Endomorfismul &: V, — V, este diagonalizabil dacă și numai dacă (1) 
posedă n vectori proprii independenți sau dacă și numai dacă (2) polinomul 
caracteristic are toate rădăcinile în cîmpul peste care este luat V, și oricare 
ar fi valoarea proprie à, dimensiunea subspațiului propriu S(à) este cgală cu 
ordinul de multiplicitate al lui A. 


À 


1 0 
4.8. Matricele de tipul [A], f | 0 à 1|,... se numesc celule Jordan 
D 9 A 


atașate lui A. 

Fie endomorfismul &: V, — V,a. Dacă toate valorile proprii ale lui & 
aparțin lui K, atunci există o bază a lui V, față de care A este reprezentată 
printr-o matrice de tipul 


0 ...0 
fal? Jad 
0 Osek 


unde J; sînt celule Jordan atașate respectiv valorilor proprii à. O celulă 
Jordan de ordinul 4 atașată unei valori proprii A multiplă de ordinul g >p 
corespunde vectorilor liniar independenţi ea, ez, ..., e, astfel încît A(e,) = her, 
Alez) = Mea + ex, -c Alep) = Mep + ep-a. Vectorul e, este propriu, iar vectorii 
e, ..., E SE numesc vectori principali. 

4.9. Fie V un spaţiu euclidian peste cîmpul K(R sau C), 4:V—V un 
endomorfism, A o valoare proprie a lui € și x un vector propriu atașat lui A. 
În aceste condiții 


E ca (Ax, x) i 
ra) 


4.10. În cazul spațiilor euclidiene complexe, valorile proprii ale unui 
endomorfism hermitian sînt reale, iar valorile proprii ale unui endomorfism 
antihermitian sînt pur imaginare. 

Fie q un endomorfism hermitian sau antihermitian. Vectorii proprii ai 
lui & corespunzători la valori proprii distincte sînt ortogonali. 

Presupunem că V, este un spațiu euclidian complex n-dimensional. 
Dacă &: V, — V, este hermitian sau antihermitian, atunci A posedă n vectori 
proprii care constituie o bază ortogonală a lui V,. 

4.11. Pe spațiile euclidiene reale, valorile proprii ale unui endomorfism 
simetric sînt reale, iar valorile proprii ale unui endomorfism antisimetric 
sînt nule. 

Dacă V, este un spațiu euclidian real n-dimensional, iar 4: V, — V, este 
simetric, atunci & posedă n vectori proprii care constituie o bază ortonormată 
a lui V,. Această proprietate nu este adevărată pentru un endomorfism 
antisimetric. 
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4.12. Fie V un spaţiu euclidian complex (real) şi 4:V—V un endo- 
morfism unitar (ortogonal). 

(1) Dacă există, valorile proprii ale lui € au modulul egal cu unu. 

(2) Vectorii proprii ai lui 4 corespunzători unor valori proprii distincte 
sînt ortogonali. 

(3) Dacă V este complex și n-dimensional, atunci d posedă n vectori 
proprii care constituie o bază ortonormată a lui V. 


4.13. Fie V, un spaţiu vectorial n-dimensional peste cîmpul K și 
A: Va >V, un entomorfism căruia, în raport cu o bază a lui V,, i se atașează 
matricea A. 

Oricărui polinom P(t) = ag" + adt + ... -+ Apat d Cu coeficienţi din 
cîmpul K i se poate atașa polinomul P(4) = ma” + ari + e. -+ apa d + 
+ dud] sau polinomul P(A) = ap Ama A” + ... + as Akai. Polinoamele 
P(&) se numesc polinoame de endomorfisme, iar polinoamele P(A) se numesc 
polinoame de matrice. 

Teorema Cayley-Hamilton: dacă P(>) este polinomul caracteristic al 
matricei A, atunci P(A) = ©. Ca urmare a acestei teoreme, orice polinom 
în A de grad >n, unde n este ordinul matricei A, poate fi exprimat printr-un 
polinom de gradul “n — 1. 

Oricărei serii de puteri f(ż) = Za„t”, cu coeficienți din K, i se poate atașa 
seria f(4) = Xa,Am sau seria f(A) = Ea„A”. Seriile Bapa” se numesc serit 
de endomorfisme, iar seriile Xa, A» se numesc serii de matrice. Teorema Cayley- 
Hamilton asigură că Xa„A™” se reduce la un polinom de gradul n — 1, unde n 
este ordinul matricei A. 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie V spațiul vectorial real al funcțiilor continue pe [a, b] şi fie trans- 
formarea liniară 4 definită pe acest spațiu prin Ax(7) = tx(t), Yxe V, vie [a,b]. 

Să se arate că transformarea liniară A nu are nici o valoare proprie. 

Soluţie. Pentru ca xe V — {0} să fie vector propriu trebuie să existe 
Me R astfel încît Ax(7) = Ax(t), vre [a, 5] adică tx(7) = Ax(0), Vte la, b]. 

Se observă însă că nu există nici o constantă A care să verifice ultima relație. 

2. Fie V spaţiul funcțiilor reale continue pe [a, b]. Să se arate că opera- 


torul de integrare g: V—V definit prin g = T(P), gla) =| H(i) dt, xe [a,b] 
nu admite valori proprii şi deci nici vectori proprii. i 
3. Fie V spațiul funcțiilor reale continue f: (— œ, œ) —> R cu proprietatea 


x 

că f(t)dż există Vxe (— co, œ). Să se găsească valorile proprii și vectorii 
s— So 

proprii ai operatorului de integrare J: V — V definit prin g =S(f), g(x) = 

=\ f(t)dt, xe (— œ, æ). 
J- 


g 
R: Fiecare à< 0 este o valoare proprie şi f(x) = eè este vectorul propriu 
corespunzător. 

4. Fie V spațiul vectorial al funcţiilor reale de clasă C* pe (0,1). Să se 
găsească valorile proprii și vectorii proprii ai transformării liniare $:V—V 
definită prin g = J (f), g(x) = xf (x), vxe (0, 1). 

R: Fiecare ìe R este o valoare proprie și f(x) = x este vectorul propriu 
corespunzător. 


75 


5. Fie V spaţiul vectorial real al funcţiilor reale continue pe [0, 27]. Fie 
27 


g: V — V transformarea liniară definită prin g = S$(î), g(x) =( (1+sin(x— 


“0 
— ż)) f(t) dt, xe [0, 27]. 
1) Să se arate că Im F este un subspațiu finit dimensional și să se găsească 
o bază pentru acest subspațiu. 
2) Să se determine Kerg. 
3) Să se găsească valorile proprii şi vectorii proprii ai lui S. 
27 


Solutie. 1) Deoarece g(x)=| (1 + sin x cost — sin £ cos x) (7) di = 


o 
è 27 2 
= 3 f(t) di + (| : f(7) cos ar) sin 4 — | i f(t) sin £ dz] cos x, imaginea lui J 


0 0 0 : 
este subspațiul tridimensional generat de baza {1, cos y, sin x). 
27 
o 


27 
2) Condiţia g(s) = 0, vze[0, 27] implică | (6) di = o, f(£) cos 1 di—0 
“0 


2 
și 7 f(t) sint di = 0. Acestea sînt de fapt condițiile care fixează pe Kerg. 


Se observă că dim Ker 3 =æ% deoarece mulțimea independentă {cos kx, 
sin $y, k = 2, 3, ...) este inclusă în Ker S. 


27 
3) Relaţia S(f) = af, fe V — (0) este echivalentă cu 1f(x) =| 1(£) dt -+ 
0 


27 275 2 
+(| (6) cost a) sin x -f f(A sin t at) cos x, Yxe[0, 27), fe V—{0}. Înte- 
0 0 


27 27 
grind în ambii membrii de la 0 la 2 rezultă af f(ajär = ri f(t) de şi 
“0 0 
2% 
astfel, dacă | f(x)dz#0, atunci A= 2z. 
8 

Orice vector nenul din Ker $ este un vector propriu al lui $ în raport 
cu valoarea proprie zero. 

Fie à = 2m. Rezultă fe Im g și deci f(x) = a +b cos x + c sin x. Relaţia 
S(f) = 27f implică az0, b = c = 0. Deci f(x) = 1 este un vector propriu 
atașat valorii proprii 27. 

6. Fie V spațiul funcțiilor f: [0, z] — R de clasă C?, care satisfac condițiile 
f(0) = f(z) = 0. Să se găsească valorile proprii şi vectorii proprii pentru 
transformarea liniară J: V — V definită prin (f) = f”. 

R: Valorile proprii sînt — 12, —22,..., —n?, ... Acestora le corespund 
respectiv vectorii proprii f(x) = c, sin ny cu C#0. 

7. Fie V spațiul funcțiilor f de clasă Co pe [—1, 1]. Să se arate că ope- 
ratorul Sturm-Liouville 8: V — V, s(f(x)) = (32 — 1) f'(x), vxel—1, 1], 
admite valorile proprii 1, = n(n + 1), ne N, şi corespunzător vectorii proprii 

n 


x= P,(x)!= (x — 1)", neN (polinoamele Legendre). 


n!2” dx” 

Indicație. Se porneşte de la relația evidentă (x? — 1) f(x) = 2nx f(x). 
unde f (x) = (4? — 1)”, şi se derivează de n + 1 ori în ambii membri utili- 
zînd formula Leibniz. Rezultă (x? — 1) +2 (x) + 2æ(n + 1) +09 (x) + 
+ n(n+ 1) f(x) = 2nx Dx) + 2n(n + 1) E(x) şi deci [(x? — 1) Pie = 


= n(n + 1) P(x). 
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8. Fie Və spaţiul vectorial al segmentelor orientate cu originea O identificat 
cu mulțimea tuturor punctelor din plan. Fie A(â) şi B(b) două puncte neco- 
liniare cu 0(6) şi fie a: Vz — Vs transformarea liniară definită prin (4) =b, 
a(b) = £, unde 2 este vectorul de poziție al unui punct oarecare C din plan, 

1) Presupunînd A și B fixe, să se afle locul geometric al punctului C(2) 
astfel ca transformarea & să aibă un punct fix coliniar cu A și B 

2) În condiţiile din 1), să se determine direcțiile invariante ale lui €. 

3) Considerînd A(1, 0) și B(0, 1) în raport cu un sistem de axe rectangulare 
xOy, să se expliciteze mulțimea punctelor C(x, y) pentru care & admite două 
direcţii invariante. 

4) Să se determine locul punctelor C(x, y) pentru care direcțiile invariante 
corespunzătoare sînt ortogonale. 

Soluţie. 1) Deoarece ță, b este o bază în Va rezultă £ = xâ + yb, x, ye R. 
Relaţiile a(2)=0.2 + 1-3, a(6) = 2 = x2 + yb arată că matricea lui & în 
raport cu baza fa, d) este 

e 
e. 


Ecuația caracteristică a lui A are forma P(A) = S — yr— x= 0. Ea 
trebuie să admită soluția A = 1 căci, prin ipoteză, &(4) = d, unde D(d) # 
#0(0). Astfel x+ y= 1 şi vectorul propriu corespunzător este d = x +b. 
Deoarece dreapta AB are vectorul director b — â rezultă că dreapta care 
trece prin O și are direcția lui d intersectează pe AB dacă și numai dacă 
x — 1. În concluzie locul geometric al lui C este dreapta AB din care se 
exclude punctul ce corespunde lui y = — 1 (deci y = 1 — x = 2), adică 
punctul C*(?* = —a + 2b); (fig. 1.3). 

2) Dacă x + y = 1 atunci ecuaţia caracteristică a lui 4 admite și soluția 
Ma = — x şi cum x= — 1, rezultă à = 1 așa încît, în adevăr & admite 
încă o direcţie invariantă dată de vectorul propriu corespunzător lui 2 = — x. 
Acest vector propriu este” H = â-—bd. a 

3) Deoarece d = t şi b = j, rezultă € = xi + yj. Pentru ca d să admită 
două direcții invariante este necesar și suficient ca discriminantul ecuaţiei 
X? — yà — x = 0 să fie strict pozitiv și mai mult ca rădăcinile să fie nenule, 
adică x#0 şi y2+4x>0. În concluzie mulțimea punctelor C(x, y) cu 
proprietatea cerută este domeniul exterior parabolei y? -+ 4x = 0 din care 
scoatem axa Oy: x = 0 (fig. 1.4). 


Fig. 1.4. 
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4) Fie D: y? + 4x > 0, x#0 şi fie Ce D. Valorile proprii hu și ^ ale lui A 
sînt distincte și nenule. Vectorii proprii corespunzători sînt 8,=]|1, z) 
x 

+ 3 Ag . sa . A. Ai Ao 
şi Ca =| 1,— |. Din condiția de ortogonalitate rezultă 1 + -—.— 


xX 


= 0 sau 
x 


1— 


s 1 
M - = 0. Deoarece Ah = — v obţinem 1—— = 0, de unde x= 1. 
x 


Locul geometric căutat este dreapta x = 1. 


9. Fie V un spațiu vectorial real, CV complexificatul său și J:V — V 
o transformare liniară şi €g: CV — CV complexificata lui J. Presupunem 
că CS admite valoarea proprie A = « + iß. 

1) Să se arate că J admite un subspațiu invariant de dimensiune 1 sau 2. 

2) Să se demonstreze că dacă A este reală, atunci A este o valoare proprie 
a lui 9. 

Solutie. 1) Presupunem CS(u, v) = (a + 16) (u,v), (u, v)#(0, 0), adică 
(Su, Fv) = (au — Bo, Bu -+ ay). Echivalent Su = gu — Bv, Fo = Bu + av 
și deci acoperirea liniară a lui {u, v} este invariantă prin 9. 

2) Fie B= 0 şi (u, v)# (0, 0). Rezultă Ju = au, Jv = av şi deci v sau v 
(acela care este nenul) este vectorul propriu al lui F în raport cu valoarea 
proprie «. 

10. Fie V un spațiu vectorial real de dimensiune n. Un ansamblu (F, E, 7), 
unde $ este un endomorfism al lui V, & este un vector din V și este o formă 
liniară pe V, care satisfac condițiile 


E= I HE, n(5) =1 


se numește structură cocomplexă pe V [58]. Evident 9 este identitatea ipe V, 
iar £- n este endomorfismul definit prin (E. n) (x) = n(x) é, xeV. 
1) Să se arate că relaţiile de definiție implică 


FE = 0, hof =—0, rang $ =n — 1, rang (F + En) =n. 


2) Să se afle valorile proprii ale lui CẸ:CV — CV și să se arate că 
n =2m +4 1. 

Reciproc, să se demonstreze că dacă n = 2m + 1, atunci pe V există o 
structură cocomplexă. 


11. Fie V, un spațiu vectorial real. Un endomorfism $ al lui V, cu pro- 
prietatea $° -+ $ = O se numește $ — structură pe V,. 

1) Să se găsească valorile proprii ale lui CS: CV, — CV, 

2) Să se arate că dacă V, este un spaţiu euclidian şi dacă admite o F — struc- 
tură de rang r(<n — 2), atunci V, admite și o $ — structură de rang y + 2. 

Solutie. 1) Presupunem rang F =n. Rezultă $(52-+id)=0 şi deci 
Ș? = — id. Fie Cv = Ww, vz0. Din (CF)? = — id găsim 2 + 1 = 0 și deci 
valorile proprii ale lui C$ sînt —i și -+ i. Deoarece $ este real, fiecare dintre 
aceste valori proprii este multiplu de ordinul m și deci n = 2m. 

Presupunem rang F <n şi C$y = v, vz0. Relaţia (CF)? + CF = 0 
implică A(}3? + 1) = 0 şi deci valorile proprii ale lui CF sînt 0, —i și —+i. 
Rezultă că rang Ẹ este un număr impar. 

2) Fie rang $ =rsn—2. Fie Wy =Ker§; avem dim Wọ =” — r. 
Pentru CV, rezultă descompunerea CV, = CW, O W: Q Wa: unde W, este 
subspațiul propriu atașat valorii proprii i. 
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Fie v, va doi vectori independenți din We ṣi Ua subspațiul generat de ei, 
Definim f : Uz — Uz prin fv, = — Va, Ív == vu. Rezultă f*x = —x, Ve Uz, 
Punînd fz = fx, Yz = y+ x+ w, xe Uz ye WiU Wa we Wn Uz, obti- 
nem o extensie a lui f la V,. Transformarea liniară 6 = f Ls satisface 
Q5a = — Gz şi deci rang Ģ§ =r + 2. 

Observaţie. Cele mai cunoscute F — structuri sînt structura complexă 
(vezi problema 29 $ 3) și structura cocomplexă (vezi problema 10). 

12. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n și un ansamblu (5, 
Ea Ta, a= 1, 2,..., p, unde F este o transformare liniară a lui V, £, sînt 
vectori din V și y, sînt forme liniare pe V, care satisfac relațiile 


= 0712 ‘has Malo) = Sa a, b= 1, 2, oo D: 


1) Să se demonstreze că 
FE, = 0, oF = 0, rang F = n — $ este par. 


$ 
2) Să se verifice că transformarea liniară $ HÈ ée Na este nesingularë. 


Indicatie. 1) Pentru ultima parte se poar folosi aà că F este o 


$ — structură pe V. 2) Inversa lui $ + Be: “Na este — F + DEn ta 


a=1 


13. Fie &: R’ — R* endomorfismul dat prin matricea 


1 0 2 —i 
ift 1 4 i, 
2 —1 0 1 
2 —1 =i 2 


1) Să sc determine valorile și vectorii proprii. 

2) Dacă notăm E = {c}, ez, ex, ea} baza canonică din R!, să se arate că 
subspațiul generat de vectorii vı = êz F ez Şi Va = lz + es + 2eacste invariant 
în raport cu endomorfismul &. 

Solujie. 1) P(A) = (A — 1) așa încît 4 = M = da = M = 1 este valoare 
proprie E da de ordinul patru. Din Ax=—l-x unde x= [x Xa, 
X3, Xa] obținem sistemul 2x -— x4 = 0, 2 — Xa — X3- Xa = 0 cu soluţia 
Xa = 2% F X3, Xi = 2%. 

Notind x, =a şi xz=b rezultă 


a | 0 

Pe 2a+b žy 2 +8 1 
b 0 1 

2b 0 2 


şi deci lui A = 1 îi corespund doi vectori proprii vı = [1 200), va = 110112] 
În scriere matriceală, sau v= (1,2,0,0), v= (0, 1,1,2) în scriere 
vectorială. 

2) Din forma vectorilor proprii se vede că subspațiul generat de vectorii 
V, = ê 202, va l + 63 + 20 este invariant în raport cu & deoarece 
vı ȘI va sînt tocmai vectorii proprii ai endomorfismului. 


79 


14. Să se determine valorile proprii și vectorii proprii pentru endomorfismul 
A: R? — RS dat prin matricea A. 


0 1 0 4 0 0 7 4 —1 
0 1 0 0 —1 2 —4 —4 4 


gi i 
daA=| 2 4 3f 
1 2 2 


R: 1) 41 =0,d = =L, = 2, a = (1,0,1), = (1, —1,1), e= {1,2, 1); 
2) A = 4, A= j = l, e= (1, 0, 0), E3 = (0, 1, 1); 3) A = h= 3, ža = 12, 
ĉe =R (5, —4, 4), fa = (—4, P 4), êg = (—1, —], 1); 4) Ai == Ao == Aa = 1 Şi 
vectorul propriu e; = (—3, 1, 1). 

15. Fie P = [7,] o matrice stochastică, Să se arate că 1 = 1 este valoare 
proprie pentru P și că v = (1, 1,..., 1) este vectorul propriu corespunzător. 


1 0 0 1 
16. Să se cerceteze dacă matricea A = ` sa A poate fi dia- 
1 0 —2 5 


gonalizată. În caz afirmativ să se determine matricea diagonalizatoare T. 
Soluţie. P(N) = det (A — NM) = MI — 2)? (à — 6). Rezultă valorile proprii 
H= de da |, d 6 
Deoarece rang (A — NI) = 3 obținem vectorul propriu e =*[—1 02 1]. 
Analog rang (A — MI) = 2 și decila valoarea proprie dublă s = } = 1 
vor corespunde doi vectori proprii. Se obțin e = [0 1 00), es = [2 0 1 0). 
Rang (A — MI) = 3 și deci e, =f[1 0 —2 5] este vectorul propriu cores- 
punzător valorii proprii A = 6. 
Prin urmare matricea A este diagonalizabilă. Matricea diagonalizatoare 


—1 0 2 ji 
T = [esezezea] = 0 1 0 0 
[e1ez€ze4] 2 0 1 E 
1 0 0 5 
Se obține 
0 00 0 
D-TiaŢ-_|0 100]. 
0 0 1 0 
0 00 6 


17. Să se determine valorile proprii, vectorii proprii și să se diagonalizeze 
matricele A, 


—1 0 — wig 
nj 32 3j, 23 ji o 1], 
—3 0 — 11 0 
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S 
w| = ww wj 


R: iiih kane, e am I 


1 1 1 —4 0 0 
T=|—1 0 1j, D=TAT=| 0 2 of 
i =f =ł 0 0 2 
2) == —l, h= 2, a =t[—110], e= *'[—1 0 1], e3 = [111]. 
=e a —] 0 0 
T=| 1 0 1|, D=TIAT=| 0 —i of 
0 11 0 0 2 


3) k= =], = 2; e& = -2 1 1) e = [2 —1 2] e = [0 0 1]. 


1 „N3 1 J3 z 
4) à= l, b= Ag ñz = 3 i 7 = Ho, 
a l E 
| ian 
6 = ] 5 lg = 2 2 j & =â 

i ce Mă 

can Sl aa 
2 2 


Determinăm vectorii u şi v astfel ca ez = u + iv, e3 = “u — iv. Se obțin 


u =*'[1 —1/2 —1/2], v= [0 —Ẹv3/2 43/2), 


I l n A I-A. A 
Ti -u Aia, ==! y Ani: 
1 —1j2 S 0;—V32 1/2 


18. Fie J: R? — R? endomorfismul definit prin (x) = (xı + 2x2 — 4x3, 
2 — 2x — 29, —4xı — 2x + x3), i = (Xi, Xo, ăp)e RE. Să se determine 
o bază ortonormată în R? față de care matricea endomorfismului să fie dia- 
gonală. 


6 — Probleme de algebră — c. 264 8] 


o f 
19. Fie matricea A=|l 0 1ļ° 
E A 


1) Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii. 
2) Folosind forma diagonală a matricei A să se determine A*, ke N și să 


se scrie sub forma AY = 4,A + bI, unde I este matricea unitate de ordinul 
trei, 


R; 1) înece, %s=2. Vectorii proprii a = *Ħ[—1 10], e=t—10 1], 


i 0 0 —1 —i i 
2) D = T*AT=| 0 —1 0|, undeT=| 1 0 1f 
1 


0 0 2 0 1 


(i o 0 
D: = Fi p aD + bl. Se obține b,— a, = (—1}, 
a 


— E El E 
2a, +b, = 2. Rezultă a, = - „Mem m. li NOE aeit T 
E a Eti p N G 49 
A* = TDT = A+ 2 [2 = ui i 


20. Fie spațiul euclidian canonic R’ și 4 : R1— Ri endomorfismul dat 
prin matricea 


0 0 —i 0 

A=] 1⁄2 0 0 —V32]. 
0 1 0 0 
J32 0 0 1/2 


1) Să se arate că & este ortogonal. 
2) Să se verifice că toate valorile proprii ale lui C9: CR:—CR! au modulul 
egal cu unitatea, iar vectorii proprii corespunzători sînt ortogonali. 
3) Să se scrie matricea ataşată lui € în raport cu baza (reală) ortonor mată 
asociată canonic vectorilor proprii ai lui A. 
Soluție. 1) Deoarece A-*A = I, matricea A este ortogonală. Deci și endo- 
morfismul & este ortogonal 


—A 0 —l om 
2) P) =det (4—3) =| e Lai a [= ~œ- p[i): 
SA 0 0 yi 
Obţinem M = —1, a = 1, d =- +i in $ = pe Atunci, 
evident, |z| =>] = 1 și làs] = al = -4 pie = 1. 
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3) Vectorii proprii corespunzători sînt respectiv a = (—43, 3, —V3,1), 
e = (—1, 1, 1, —N3), es = (—1/4, 1/4, 1, 32) + i (415/4, Vi5/4, 0, 0), 
1 1 


€, = 83. Acestor vectori proprii li se atașează vectorii reali u = a a 
ez: ha pae 
f a și v = (2 , ii 0, 0] astfel încît e3 = u +- iv și e, = u—iv. 


Se verifică imediat că (e, €2) = 0, (e1, u) = 0, (e v) =0 (ez, u) = 0, 
(ez, v) = 0. 


4) Normăm vectorii (e, €z, 4, v), adică punem 14 =—, m= i 
f lell |l ez || 
“= Tal “T Tl | 
Coordonatele acestora formează matricea 
1 N3 1 1 | 
J6 Jo Jo ji 
1 ve 43 t. a 
| v m mA 
d _N3 y 
v6 V10 J15 
H A 2 y 
L 46 V10 J5 {q 
Atunci în baza {i4, u2, ttz, Ua}, avem 
—1 0 (0) 0 7] 
0 1 0 0 
IAT 1 1 
D=TiaT=| o0 4 -1a ' 
VI5 E3 
4 4 | 


21. Fie & : Rê — R’ endomorfismul definit prin matricea 


1 —i 0 0 

å=]|2 3 =i 0 

0 0 1 —1 

o 0 2 3 

în raport cu baza canonică a lui R4. Să se determine matricea Jordan pentru 


ca: CR! — CR! si să se scrie matricea corespunzătoare pentru d: Ri — R*. 
Soluție. Polinomul caracteristic 


PG) = det (A — A) = [A — (2 DP — 2 — i] 


are rădăcinile Ju = da = 2—i, ha = Mm = 2—i. Acestea sînt valorile proprii 
ale lui Cå. 


Li 
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Fie x = (xi, X2, Xz, %4) un vector propriu asociat lui 7, = 2+i, adică 


—iİi—i —i 0 0 x 0 

2 i—i —1 o||x|2[o 

0 0 —i—i —l X3 (0) 

0 0 2 1—i X4 _0 
Se obţine sistemul (—1—i) xy—ax2 = 0, 2x1 + (1—i) x2— x3 = 0, (—1—i) x3— 
— x4 = 0, 2x + (1—i)x, = 0 cu soluția xı = 1, x = —1—i, x3 = 0, m = 0. 


Astfel lui A = 2+i îi corespunde un singur vector propriu independent; 
de exemplu vx = (1, —1—i, 0, 0). 

Analog, pentru 73 = 2—i, găsim Z = (1, —1+i,0,0). 

Din Ay = Mņy+x rezultă y = (0, —1, 2i, 2—2i), iar din AJ = ħ}ẸJ +3 
deducem 3 = (0, —1, —2i, 2+ 2i). 

Matricea atașată lui CA în raport cu baza (x, y, Z, 9) este 


24i i 0 0 
=] 0 2+i o 0 
© 0 2—i 1 


0 0 0 2—i 


Fie x = a+ib, y= c+id, Z = a—ib, J =c—id. Bazei (x, y, 2,9} din 
CR* i se atașează baza {a = (1, —1, 0, 0), b = (0, 1,0, 0), c = (0, —1, 0, 2), 
d = (0, 0, 2, —2)} din Rt. Matricea de trecere de la baza canonică a lui R’ 
la baza {a, b, c, d) este 


1 0 0 0 1 0 0 0 
Poll 1a Y paft A A Al, 
0 o o 2 0 0 1i 182 
0 0 Z2 =3 0 0 1/2 0 
Se obține 
> il oop 
B = TAT = =l iosia 2 i iii 0 0 . 
0 0; p a 
0 0i—l 2 


22. Să se determine bazele față de care următoarele endomorfisme au 
respectiv formele canonice Jordan. 


6 6 —15 0 10 
1) &:R?>R, A=|1 5 —5|- 2)a:R2—R%, A=| 0 oib 
i Și == —2 54 


o 0o 0 
3) &:R >R, A=|—1 0 of 
2 = 


4) 4&4: R? > Rt, A= 


oon- o0 
| 


Indicaţii. 1) ħı = == 3. Pentru à=3 rezultă vectorul x = 
= (5b—2a, a, b) cu proprietatea &(x) = 3x și deci există o familie liberă care 
conține doi vectori proprii independenţi. În concluzie matricea Jordan a 
endomorfismului conține două celule Jordan, iar baza față de care A admite 
această formă conține doi vectori proprii şi un vector principal. 

Construim vectorul e3 = (%1, X2, x3) astfel încît Aes = 3es + x (deoarece 
nu ştim căruia dintre vectorii proprii posibili îi corespunde vectorul principal). 
Obţinem sistemul 

3x1 + Gap — 15x; = 5b—2a 
xi dia — 5x; =a4 
xı + 2xa — 2x =b. 


Din condiția de compatibilitate rezultă a = b. Soluția generală a sistemului 
este %2 = c, %3 = d, xı = 5d — 2c + a şi deci eg = (5d — 2c + a, c, d). 

Deoarece familia de vectori proprii este liniar independentă pentru a = b, 
numai un vector propriu din această familie aparține bazei căutate și acestui 
vector propriu îi va corespunde vectorul principal. Alegem de exemplu 4=b=1 
și obținem e = (3, 1, 1). Atunci e3 = (5d—2c-+ 1, c, d) cu c şi d nesupuși la 
restricții. Alegem de exemplu c =d = 0 și obținem es = (1, 0,0). Pentru a 
determina cel de-al doilea vector propriu e, trebuie să alegem a și b astfel 
ca €1, ea să fie liniar independenți. Luăm de exemplu a = 1, b = 0 astfel încît 
2 = (—2, 1,0). Atunci în baza (e,, ez, e) obținem 


30 0 —2 31 
jerar- 3 | unde r-| E | o| 
0 0 3 0 1 0 
2) n = ha = 1, à = 2. Pentru à = àz = 1 se obține vectorul propriu 
a = (1, 1, 1); completăm cu vectorul principal ez = (x1, X2, 43) determinat 
de &(ez) = e2 + ea. Se obține ez = (0, 1,2). Pentru à= 2 rezultă vectorul 
propriu es = (1, 2, 4). În baza (ex, €2, es) avem 


1 1 0 1 0 1 
]J=TIAT=|0 1 0| cu T=|i 1 2f 
0 0 2 1 2 4 


3) M = M = 0, = l. 
La e = (0, 1, —3), ca vector propriu pentru à = 0, adăugăm vectorul 
principal ez = (—1, 1, 2) determinat de &(eə) = 0: e2 + e. Pentru à = —1 
se obține es = (0, 0, 1). În baza {¢;, ez, es) găsim 


oi 0 0 —1 0 
J=TIAT=|0 0 of cuT=| 1 10| 
1 


0 0 —l —3 2 


4) ħa = ħz = == 2 căreia îi corespunde vectorul propriu + = 
= (a, —a, —b, b). Aceasta arată că există doi vectori proprii liniar indepen- 
denți; va trebui să completăm baza cu doi vectori principali. Obţinem 
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e = (1, —1, 0, 0), ea = (0,0, —1, 1), ca vectori proprii și es = (0, —1, 1,0), 
e, = (0,0, —1,0) ca vectori principali. Față de baza {e;, ez, es, ea) găsim 


2 0 0 0 1 0 (0) 0 
J= TAT = 0 2 1 0 a Ta —1 0 —i 0j. 

0 0 2 1 0 —1 i —l 

0 0 02 0 1 0 0 


23. Să se aducă la forma Jordan endomorfismul F: Ri — R! care în baza 
canonică a lui R* are matricea 


1234 3 1 00 
jast Î 23|, jaj A 00 
00 12 o E 
0001 —17 —6 —1 0 
020 —1 
»za=|1 00 oj, 
010 0 
001 0 


Soluţie. 1) P(X) = det (A—AI) = 0 conduce la (1—)'=—0 și deci M = 
= A = h = M = 1 este valoarea proprie multiplă de ordinul patru. Numărul 
celulelor Jordan din forma canonică va fi egal cu dimensiunea subspaţiului 
propriu corespunzător lui à = 1, 


dim Sami = 4 — rang (A— 1J = 4-3 [= 1. 


Deci avem, pentru A = 1, un singur vector propriu și o celulă Jordan de 
ordinul 4, 

Atunci din J(u) = lu, T (u2) = 1- U2 + U, T (u3) = 1- itg + Uz, F (t4) = 
= 1- u4 + u obținem patru sisteme algebrice, unul omogen și celelalte trei 
neomogene, în care t este vectorul propriu iar “z, 43, 44 sînt vectorii principali, 
Se obține 4 = [8 0 0 0], “a= *[12 400], us = [4 3 2 0], t= *[0 0 0 1]. 
Matricea de trecere T are forma 


8 12 4 0 
T= 0 4 3 0 
0 09 2 9 
0 00 1 
așa încît 
kal y g 
D=TŻAT = o Ll t UR 
A DE: e 11 
A AIA t E e IE $ 


2) P(A) = det (A — M) = 0 & (1— A)! = 0 M = h = ==. În 
acest caz însă dim S}=1 = 4 — rang (A — 1: I) = 4 — 2 = 2 şi jdeci numărul 
celulelor Jordan corespunzătoare lui A = 1 este egal cu 2. 

Deoarece (A —1- I)? = O (matricea nulă) rezultă că indicele de nilpotență 
al restricției lui $ la subspațiul propriu este doi și deci vom avea două celule 
Jordan de ordinul 2 (același rezultat l-am fi obținut folosind sistemele alge- 
brice obținute pentru determinarea vectorilor proprii și a vectorilor principali). 
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Așadar J(u) = 1- h F(a) = = L-au, F (t3) = 1- ug, Ér. = Lupa. 
Se pane u, = [2 —4 7 17], a= *[1 0 0 0], u= Ħ[1 —2 1 —6], u4 = 
= *[0 1 0 0]. Deci 


1 110 0 

TE A ALI ED, 

0 OJT 1 

0 0:01 
3) P() = det (A—AI)=0 (A pai A+ 1)?= 0h = Ag = $ Ag = ha = —Í, 
dim Sim: = 4 — rang (A — 1-1) = 4—3 = 1; dim Sss-a= 4 — rang (A+ 1- I) = 
= 4—3=1 şi deci avem doi bnr proprii. Deoarece atît A = 1 cît ṣi A = —1 


sînt duble rezultă că avem tot două celule Jordan de ordinul 2 (dacă s-ar 
admite o celulă de ordinul 1, ar însemna că cealaltă este de ordinul 3, ceea ce 
ar rezulta că valoarea proprie corespunzătoare primei celule este simplă şi 
cealaltă triplă). 
”Obţinem na , 210), mai 1 11], u= [3 —2 1 0l, u = 
= *[—1 1 1 1, 


1 1 0 0 
p_|o 1 0o oj, 
0 0 —l 1 
0 0 0 1 
24. Fie V un spațiu vectorial real euclidian finit dimensional, J: V —> V 
o transformare liniară simetrică şi S = {x|xeV, ||x||= 1} sfera unitate. 


Definim f: S— R, f(x) = (F(x), x) şi notăm cu veS vectorul pentru care 


f(v) este valoarea minimă a lui f, iar cu ye S un vector fixat ortogonal lui v. 
v+ ty 
JHE’ 


1) Să se arate că 


u+ ty 
i = f |- j 
g(t) a) 


te R, are lungimea unu. Definim g: R>R, 


2) Să se verifice că g (0) = f(v) este minimul lui g. 
3) Să se arate că 
dg 24 
i T(v +t y). 
a eap tat) 


4) Să se verifice că J (v) este perpendicular pe y, iar v este un vector propriu 
al lui F 

25. Pe o bară de masă neglijabilă și de rigiditate constantă la încovoiere 
sînt fixate patru mase m = mM, Ma = Im, ma = 2m, ma = 4m. Să se determine 
pulsaţiile proprii ale vibraţiilor transversale și modurile proprii de vibraţie: 
știind că matricea dinamică a sistemului este 


10 0 1 
aslo 1 8 o 
00 1 —2 
10 —2 5 


Soluţie. Trebuie să determinăm valorile şi vectorii proprii pentru ma- 
tricea A. 
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Ecuația caracteristică det (A — AI) = 0 conduce la ecuația 

MIL — M2(a — 6) = 0 cu soluţiile 4 = 0, M= M = și M4 = 6. 

Pentru A = 0 obținem vectorul propriu a, = ‘[—1, 0, 2, 1], iar lui à = t 
îi corespund vectorii proprii 42 = *[0, 1, 0, 0J, as = '[2, 0, 1,0]. În sfîrșit, 
lui A = 6 îi corespunde vectorul propriu a, = '[1, 0, —2, 5]. 


26. Să se determine direcțiile invariante în 
studiul vibratiilor libere ale unui sistem constînd 
din trei mase (figura 1.5). 


Solujie. Notăm prin e frecvența, x vectorul 


deplasare de coordonate u, v, w, şi k = 


Fig. 1.5. unde o este tensiunea, iar 4] este lungimea barei. 
Ecuațiile de mișcare sînt 
(2k — 2mo’) u — kv = 0 
—ku + (2 — 4mo?) v — kw =0 
—ko + (2 — bmo’) w = 0, 


sau, 
2k—2mo? —k 0 u 
—k 2k—4mo? —k v|=0. 
0 —k 2hkh—6mu2 w 


Notînd prin A = mo?/k această ecuație se transcrie 


2 = (0) u 2 0 0 u 
— Í 2 —l v |=j0 4 0 v 
0 —i 2 w 0 0 6 w 


sau 
2(1—ì)u—v=0 
—u + 2 (1—2))v—w = 0 
—v + 2(1— 3))w=0 cu valorile proprii soluțiile ecuației 
12}? — 22% + 104 — 1 = 0. Vectorii proprii corespunzători dau direcțiile 
invariante în sistemul vibrațiilor libere. 


27. Să se determine valoarea polinomului matriceal P(A) în fiecare din 
cazurile 


1) P(A) = At — 8A? + 24A? — 32A + 161, 


2 0 0 0 
pentru A = 1 3 1 , I este matricea unitate 
© U a-s de ordinul patru 
—i —1 0 2 


2) P(A) = At — 4A? + 6A? — 4A +1; 


pentru A = , I este matricea unitate 


de ordinul patru 


| 

Ma 
N U U Ww 

| 

tv 
UUN A 
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3) P(A) = A? — (@ + 2a) A? + (a + 2a?) A — a'l, 


a 1 0 
pentru A =|0 a? 1|, I este matricea unitate 
4 0 a de ordinul trei 


Indicaţie. Se determină polinoamele caracteristice pentru fiecare matrice 
şi apoi se aplică teorema lui Cayley-Hamilton. În toate cazurile se obține 
P(A) = O, unde O este matricea nulă de ordinul respectiv. 


28. Folosind teorema lui Cayley-Hamilton să se calculeze A-+ și A”, pentru 


— = 9 
- 09 


R: î) P(A)=A2—2A+I1=0, AZI—A)=1L Deci A1=21—A, 
A? —2A — I, A? = 2A? — A = 3A — 21, prin inducție A” = nA — (n— 1)I. 
2) P(A)= A? —I=0, A A =L Deci A= A, A= I, A =A şi 
aa a e e leii 
prin inducție A” = B I+ =< Å; 


3) P(A) = A? — 6A? + 11A — 6I = O, A(A? — 6A -+ 111) = 6I. 
Rezultă 


i 1 0 3(3n?—12n+13)+! 
A= — (A? — 6A + NI), A” =|0 2” 0 , 
6 0 0 3n 


n>2 


4) P(A) = A? — A2—0, A5=—A?=—A și deci A?” =A pentru nèl. 
A™ nu există deoarece A este singulară. 


5) PIAJ = A? — 4424 5A —21—0, A = 2 (4944 +) 


2 0 0 
A»=]10 i of 
0 7 i 


29. Fie &: R” — R” o transformare liniară. Transformarea liniară 
e“: R” — R” definită de egalitatea 
F E fct TEF TE dau Ea d 
E ” W i n! e me- A 


numește exponenjiala transformării A. 


œ 
n 3 P 3 1 TE 
1) Să se arate că pentru orice d, seria $ T A" este convergentă ȘI 


n=0 . 
convergența este uniformă pe fiecare mulțime X = {4]|l&||<k, ke), 
unde || (|| este norma transformării. 
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2) Să se calculeze ef, știind că 4 este dată prin matricea ei în raport cu 
baza canonică a spațiului R?, î 


în fiecare din cazurile de mai jos: 
Ă —2 3 7 4 —l 
(a) A=|l 1 1 (€) A=]| 4 ȘI ==] 
i 3 i ce A: 4 


010 t o d 
(b) a-i 1 | (d) a- 0 0 o| 
01 0 —2 0 4 


Soluție. 1) Admitem că ||a&l|<k. Atunci seria D la poate fi 
n=0 . 


co 
; : i i Š A 
majorată de seria numerică >) e k” care converge către e”. Conform crite- 
n=0 l 


riului lui Weierstrass, seria ef converge uniform pentru ||&||< k. 


2) (a) Valorile proprii ale lui & sînt A = 1, da = —2, ħ = 3. Corespun- 
zător găsim vectorii proprii fı = (—1, 1, 1), J = (11, 1, —14), fs = (1, 1, 1). 

Notînd vectorii bazei canonice cu e, = (1, 0, 0), e= (0, 1, 0), e3 = 
= (0, 0, 1), putem scrie 

(*) Jfa = — eat ea + 6s, fa = 116, + ea — 1403, fs = 61 + ez + es. În ra- 
port cu baza {fi fa, fa), numită şi bază proprie, transformarea & are forma 


diagonală 
1 0 0 
D=|0 —2 of 


0 0 3 


Pe baza teoremelor lui Dirac, rezultă că în raport cu baza proprie matricea 
transformării ef este 


Pentru a găsi matricea lui ef în baza inițială aplicăm formula (3.13). 
Anume, din relațiile (+) oținem matricea de trecere 


=A i f 1 —15 0 15 
C=| 1 1 1], cu inversa Cl=-—| 25 g S 


1 —14 i ap —10 —2 12 
Găsim 
15e4+-275e-2— 10e? 22e?—2e —15e433e 24126 
eå — CMC! = al-s 2562—10e 260-2—2e3 15e4+ 3ge-24+ a| i 
—15e4-350e?—106 —28e-2—2e6 15e—42e-2-4- 1263 


(b) Valorile proprii sînt A = 0, da = —1, ^s = 2, iar vectorii proprii, 
f= (1,0, —1), J= (1, —1, 1), fs = (1,2, 1). În raport cu baza proprie, 
A are forma diagonală dată de matricea 


0 0 0 
D =|0 —l , 
0 9. 2 
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iar matricea lui ef, în aceeași bază, este 


1 0 0 
M=ļ|0 e! op 
00 e 


Matricea de trecere are forma 


i şi 1/2 1/3 1/6 
C=| 0 —1 2] și inversa Ci = 0 —13 1j 
=j {ij —1j2 1]3 1/6 
Obținem 


1 


iesi 4 zl 
eA = CMC = G 


— 6e? 2(e-1+2e2) 2(e— et) 
314e) (1—0) —142e-l-+e 
(c) și (d), se procedează asemănător. 


30. Polinomul 


3(14-e2) 2(1—e-1-+e2) 142e e? | 


ga SN (AZ PD) (A — al) n (A — ca) (A — Poza) e (A — 10) 0) 
W= PE Da ue aaa e ui De 2 pe ge d 


se numește polinomul Lagrange de interpolare pentru funcția de matrice 
A — f(A) în cazul cînd matricea A are valori proprii distincte. 


Folosind acest polinom să se calculeze e4 în cazul matricelor 


3 = 1 O t ł 
1) A=|—1 5 —1|, 2) A=]|l © IF 
1 —i 3 1 3 E 


Soluție. 1) P()) = det (A — M) = — (A — 2) ((A—3) (A— 6) așa încît 
valorile proprii sînt M = 2, da = 3, àg = 6. Atunci polinomul Lagrange de 
interpolare se scrie 


2) e + (A — 2) A — 3) e = 
— 2) (3 — 6) (6 — 2) (6 — 3) 


Î g-a- 0203002) 83) 6, 
4 3 12 
şi dacă ținem seama de f(x) = e", găsim 
2 3t 
e^t = L(AD = (A — 3I) (A — mT (A — 2 (A — mt (A — 201) x 
e“ 1 2t 3t e, a2 2 3t h 
MAar BE — 4e +e JA i ae 7 H L- 32e — je {X 


xA +2 [9e% — 8e% A+ e]. I. 
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Deoarece 


se deduce 
T iaia Lt ei — get 4 ayl est 
2 3 3 3 
= 1 al est _27 E E 8 23 ee £ lgi 
2 3 6 3 3 
Eu ta. ta i ca d e” 1 1 1 
—— e” — ey e — ye — e” — et — est 
2 3 6 3 3 2 3 6 


2) P(à)=det (A — AI) = —(9+1)2(A — 2) iar polinomul minimal P*(A) = 
= (14+1)(4—2). Sîntem în cazul cînd valorile proprii sînt multiple, dar poli- 
nomul minimal al matricei are rădăcini simple. Polinomul de interpolare 
Lagrange are tot forma (*) dar gradul egal cu m— 1, unde m = grad P"(A), 
lar Ag, ... Am Sînt zerourile polinomului minimal. Deci 


Ml agati e 
ja aj | 


T wi det =p; 


iar 


E bar eeng Cep 
3 3 3 
2 2 2t 
e -t e 4 e -t 
=| —— e — + 2e —— e 
3 3 3 
2 2 2t 
e -t e - e -t 
— — e — —e — + 2e 
3 3 3 


31. În cazul cînd matricea A = [a,] admite valori proprii multiple adică. 
P(n) = (à — Am... (A— 14), atunci funcția de matrice este 


f(A) = i [E To (A — 2) E, 


unde E, (f = 1,..., k) sînt matrice date de egalitățile 
E; = a (A) (A — Am... (A — Aa m (A — da Den... (A — ae, 


(5 = 1, ss k) 
iar 4,(A) se calculează din descompunerea 
1 lx ailà) alà) 


PO) Asam O A a 
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Folesind descompunerea precedentă să se calculeze e4 în cazurile 


42 q 0 0o 0 
1) A=ļ|1 2 —1|, 2) A=|—i 0 ' 
13 p 2 =3 =i 


—1 (0 0 0 1 —l1 —1 —2 
3 dez] A —1 0 0j) aj A=]? 1 —1 —l 
—3 3 1 0 0 0 1 —l 
—2 2 —2 1 i0 0 0 2 
Soluție. 1) P(A) = (à — 2)2(A — 3). 
A: 
e e A => rezultă a =—1, b=1, c {=1, aşa încît 
P() A— 22 A3 
(d) = —à + 1, az) = şi atunci 
—2 —?2 2 
E, = 4 (A) (A—3I) = (I—A) (A—3I) = —A2—2A—31 -| 0 1 oj’ 
—3 —2 3 
3 2 — 
E: = @(A): (A—21)? = A?—4A + 41 = [ 0 ] d 
3 2 —2 


Deci 
F(A) = f(») E. + fu) (A — I)E, + f(d2) E2 


şi dacă ținem cont că f(x) = e”, avem 


A] 
eA = AB E | (AND E, + Ea = e”E +t” (A —21) E+E, = 


L j=; 
—2—20 —2 2+2ł 3 2 —2 
1 e*4+jo 0 ole”. 
—2 3 2 —2 
1 aht b c 
a, 


4 =% 
—3—24 3-24 


2) Asemănător, P(A) = (14 + 1); PO) -i F și de aici 
a= —], b= 1 şi c= 1. Deci a(A) = 1—h, a(à) = 1 aşa încît 
1 0 0 
E, = a(A) (A+ I) = (I — A) (I + A) = oh 1 ol 
5 31 
0 0 0 
Es = (A): A= L-A? = A2=10 0 Oj 
5 13 1 
Rezultă 
f(A) = f(0) E, + f(0) AE, + f(—1) E: 
și de aici 
1 0 0 
gA == E, + tAE, = e*E = —żf 1 0 | 
5—14 5e* 3—6t+3e* let 
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3) PO) = (à + 1} —1)?, 


1 an+ +d a 1 1 1 1 
Sat ——— şi de aici & = —, b=—,60=——, d=—= 
PO) A+ A1) 4 2 4 2 

astfel încît 

1 1 1 1 
Gal) = — À —, 4 y a E —— A Zita 
1(A), pi sa 7 2() 7 + = 
Rezultă 
1 0 0 0 
E =( A+ pla m= aaa | 2 1 00], 
4 4 2 92 —3 0 0 
23/2 —5/2 0 0 
0 o 00 
Boat Iar = -aA Ata —2 . 0 00 
4 2 4 i g 3z 3p 41 
E =i 0 1 
și deci | 
câ — etE, + tet(A + DE, + PE + te(A — I) E; = 
T e? 0 0 07 
(24-42) e+ (4i —2) e e? 0 0 
9 9 3 3 
=| [> +18: e — |> + 6t) é => gtt Lg t o 
(z ) (at 2 "2 i 


23 23 5 1 
giet h S Aie mo eM N a e 


4) Se procedează analog. 


32. Fie A = [4,] o matrice pătratică de ordinul n cu elemente reale sau 
complexe. 

1) Să se arate că dacă T este o matrice pătratică nesingulară de 
același ordin cu A, atunci T-leAT = eT, 


2) Dacă M, Aa, oo An Sînt valori proprii distincte ale matricei A, atunci 
gâli-iel se reduce la forma diagonală 


eati-to O ass) 
eDtt—to) — | O edat—t0).. 0 ; 
E alte 
A O sB 
unde D=TAT=|0 Me Pi 
E 0. 


iar T este matricea formată cu vectorii proprii corespunzători. Această 
afirmație este adevărată pentru orice matrice diagonalizabilă A. 
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8) Presupunem că matricea A are valorile proprii 1, ^z -.., àp multiple, 
respectiv de ordinul m, nə, ..., Ny, (Mı -+ Ma + ... Ny = N), Şi că ea a fost re- 
dusă la forma canonică Jordan 


h Oð 
J=TLA-T= 0 3 ...0 
E El 
Fie Jp $ = ink o celulă Jordan de ordinul n, 
A Í 6.9] 0 to. 0] 
0 A Dab O A læ 8 
J= |z a PAI TE, Ex= LL 
0 (0) 0...1 0 U 0... d 
lo 0 Oat Lo 0 0..ţol 
—— 
ny 
Să se arate că 
| h (t — tb) (t — fot 
1! 2! | (a — 1)! 
o 1 : = S a u 
gJelt—=to) — ehali—to) 1! (7 — 2)! 
0o 0 0 h 
1! 
(6) 0 (0) za Q 1 


Soluție. 1) Prin inducție se arată că T-IA"T = (TAT), neN. Folosind 
această egalitate și definiția lui eât:-t) avem 


gT71-Alt—to)T — D (T-1AT)" (£ C to)” 
n=0 


=T 5 La j a") T = T eMT, 


prea LI 


T-1. AT(/ — h)” 


co 
n! =n n! € 


2) Dacă A are valori proprii distincte atunci ea poate fi redusă la forma 
diagonală 


r N: 
D= TAT = 0 Ao sas i 
A Ük 
deci 
ga li—to) O On 0 


EDlt—t0) — gTAl—to)T — Teat- T — 0 aali 0... 0 


0 0 0...enlt—to) 


3) Orice celulă Jordan Jẹ, se poate scrie sub forma J, = 2,L, + E, unde 
I, este matricea unitate de ordinul m, iar E, are forma 


o 1 9..0] 
Ü A dusă 
E, =|... o 
0 0 0...1 
0 6 9..5)] 


Matricea E, este nilpotentă de ordinul n, iar 


0 0 1 0..0 0 
9 9 9 l 9 


~ 9 © 0-0 f 
o 4 0 90.0 9 
0 98 0 0.0 0 


Deoarece I, și E, sînt comutabile avem 


elpli—to) — gdzlt—to) Ip elt—to)Ep — 


= golite) [b+ A ee, E (Am (£ — to)? E: +. Eos on e| 


2! “md 
E i= =t (ti? (t — to)" 
1} 2! (n, — 1)! 
nn — #4, np—2 
— eèrlt—to) | O 1 th a (i — to) 
1! (n, — 2)! 
0 0 0 ii 1 


33. Să se calculeze e^ în fiecare din cazurile de mai jos 


i 30) 10 2 4 =i Ì 
»A=[i 2 2) A=ļ0 1 3|, 3 A&=|2 o 1p 
0 0 1 T m 


e —2e 2e —e* 
(E —2t + 2) I + (—2 + 24) A + ÊA, 
3) eM = (4e — 3e” + 2te”) I + (4e — 3te”* —4e') A -+ (e? —e” + te”) A?. 
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i) e¥ = (4e —6e” + 4e% —e") I -(-3 ge A+ i e” —7e% +H e) Er 


3 7 1 1 1 1 
e aet gp et — pt Ap ctre — et i el AS, 
l > ( 6 2 ta 
5) e =] 4 żA +a eA 


34. Să se alcătuiască schema logică și să se scrie programul FORTRAN 
pentru algoritmul „metoda lui Jacobi“ de găsire a valorilor și vectorilor 
proprii ale unei matrice reale simetrice. 

Indicatie (Figurile 1.6, 1.7, 1.8, 1.9). 

Pe etape se procedează astfel: : 

a) matricea unitate este depusă în U, sînt calculate NORM și DIAG; 

b) alegerea celui mai mare element nediagonal; f 
) K, L conțin indicii linie şi coloană ai celui mai mare element nedia- 


se calculează C = cos 9 și S = sin 9; 


9 


PRR. A 
PCRM DIG 27 | 
START O 


[SIR EREA | 
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7 — Probleme de algebră — c. 264 


6) 


List d 
M=UTRN 
(UUK cels Se UITI] 


DIAG=DIAG+ 2 + AlK | #A(K L 


AK, = CT Sa ALL] 
AI, Lis CAT, Se T 


Li= [+] 

© 2A KD 
NU 

Z- ET] 


MEARI AKI CSALI ] 
© 
À = Co, x 
ak TUI) CAIL -ST 
NU 
O LA Er] 


Fig. 1.8. Fig. 1.9. 


Iteratiile depa 
sesc ITMAX 


e) matricele U și A sînt necalculate. Deoarece M = 'UAU este tot- 
deauna simetrică, vom lucra tot timpul numai în partea superioară tri- 
unghiulară a lui A; 

f) testăm dacă numărul de iterații depășește IT MAX și dacă este satis- 
făcut testul referitor la suma de pătrate a elementelor de pe diagonală. 


§ 5. FORME BILINIARE ȘI PĂTRATICE 


5.1. Fie V un spaţiu vectorial peste un cîmp KC. O funcţie 4: V x V>K, 
(x, y) — (x, y), care este liniară în raport cu fiecare argument se numește 
formă (funcțională) biliniară sau tensor covariant de ordinul doi pe V. 

O formă biliniară & se numește simetrică dacă &(x, y) = &(y, x), Yx, ve V. 

5.2. Fie V, un spațiu vectorial n-dimensional peste cîmpul K. Fixăm o 
bază în V, și notăm cu xi, X2, ..., Xa coordonatele vectorului x și Yi, Va, ees Ny 
coordonatele vectorului v. Vectorului x i se atașează matricea coloană 
X = [x], vectorului v ise atașează matricea coloană Y = [y], iar formei bili- 
niare i se atașează matricea pătratică A=[a;;l astfel încît expresiile explicită, 


ij» 


respectiv matriceală, ale lui &(x, y) sînt &(x, v) =) 2> A Xi Nj respectiv 
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A(x, 5) = ‘XAY. Dacă matricea A este nesingulară (singulară), atunci & se 
numeşte medegenerată (degenerată). În general, rangul matricei A se numește 
rangul formei biliniare &. Forma biliniară € este simetrică dacă și numai 
dacă matricea asociată A este simetrică. 

Fie A matricea atașată formei biliniare € în raport cu o bază a lui V, şi 
fie S matricea de trecere de la vechea bază la o nouă bază. Matricea atașată 
lui & în raport cu noua bază a lui V, este B=—"'SAS. 


5.3. O aplicaţie 2: V — K cu proprietatea că există o formă biliniară și 
simetrică 4 pe V astfel încît Q(x) = d(x, x) se numeşte formă (funcțională ) 
pătratică pe V; forma biliniară € care intervine în această definiție se mai 
numește și forma polară sau forma dedublată a lui ê 


5.4. O formă pătratică Q se numeşte pozitiv semidefinită (negativ semide- 
finită) dacă Q(x) 20 (respectiv <0), Yx. O formă pătratică & se numește 
pozitiv definită (negativ definită) dacă &(x) > 0 (respectiv <0), Văz0. 

O formă biliniară simetrică & se numește pozitiv definită (negativ definită, 
pozitiv semidefinită, negativ semidefinită ) dacă forma pătratică asociată 9 
are această proprietate. 

O formă biliniară simetrică și pozitiv definită este un produs scalar şi 
uneori se numește tensor metric sau metrică riemanniană. 

5.5. Fixăm o bază în V, Matricea simetrică A = [4,,] atașată formel 
biliniare simetrice & se numeşte matricea asociată formei pătvatice x — Q(x) == 
= (x, +), Expresiile explicită şi matriceală ale lui 2(x) sînt respectiv 


# iii 
ea) =, Adu ttp OD = XAK: 
= Ja 
5.6. Forme păltvatice pe spații vectoriale reale Va 


1) Se spune că forma pătratică Q: V, — R a fost redusă la forma canonică 
dacă s-a ales o bază în V, astfel încît matricea simetrică A atașată lui @ să 
fie o matrice diagonală. Pentru reducerea efectivă a unei forme pătratice la 
forma canonică se cunosc mai multe metode: 


(î) Metoda Iui Gauss. Presupunind că Q(4) posedă un ternan. în 4, 
2 


putem scrie Ĝ(x) = apni + HD au, st pu iaa( ppa xn) + 


=i lnn 


+ 3, ai; XiX; În forma pătratică > ia: nu figurează decît coordonate de 


î<n i<n 
jan jen 


indice inferior lui n —1 şi de aceea ea poate fi privită ca o formă pe Vac Vu 
Dacă â nu conține pătrate, atunci în mod necesar trebuie să conțină ce) 
puțin un termen nenul 4,;x%;%,, 17%. 


xit 46 îi dp 


~ . : w 2 2 A, 
Schimbarea i; = ———, xy dă ay(xi — x; ). Avînd un termen 


pătratic, putem aplica raționamentul de mai sus. 


(ii) Metoda valorilor proprii. Deoarece orice matrice simetrică reală are 
valori proprii reale, rezultă că expresia Q(x) a oricărei Sieu pătratice 


ĉ: V, — R poate fi redusă prin X = SX’, la forma canonică 55 na, unde 
= 

Îi, Has see da Sint valorile proprii ale matricei asociate A (fiecare valoare 

proprie fiind scrisă de atitea ori cît este multiplicitatea sa), iar S este 


matricea vectorilor proprii (coloane) ortonormați. 
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(iii) Metoda lui Jacobi. Fie A = (a, matricea simetrică atașată lui & 
căreia îi atașăm determinanții 


|an ag 


a > à 1r ä2 | az dea | 


s , A A 
Dacă ALO, i= 1, 2, ..., atunci Q(x) = a E ar, unde x = x+ a btp 
& 


i= Î, dp n | ȘI Ya = Numerele a sint funcții raţionale de Ajg. 


2) Expresia unei forme pătratice de rang 7 poate fi adusă printr-o schim- 
bare a bazei la tipul canonic 


a(x )= (4 + ame H (00) (a)? o — (a), 
În această expresie numărul termenilor pozitivi (negativi) nu depinde de 
alegerea bazei. 

Perechea (p, 7—p) se numeşte signatura formei pătratice Q. 

3) Fie A = [ay] matricea simetrică atașată lui 9. Forma pătratici 
a: V, >R este pozitiv definită dacă şi numai dacă una dintre următoarele 
condiții este îndeplinită: 

(i) are signatura (n, 0); 


(ii) determinanții 


[än aa gl 


Cu da 


; |72 Gas Asa), etc. 
| Aaa 32 ani 


a 


sînt strict pozitivi; 
(îii) valorile proprii ale matricei. A sînt strict pozitive. 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie P spaţiul vectorial al funcţiilor polinomiale reale care au cel 
mult gradul trei şi fie &:P x P— R funcţia definită prin &(y, x)= 


1 pi 
=| | x(t) (5) dż ds. 
0 «0 
1) Să se arate că € este o formă biliniară. 


2) Să se determine matricea ei în baza canonică a spațiului şi apoi 
matricea în baza (2 — 1, P — t, P, P — 0} 


Soluție. 1) & este liniară în ambele argumente, Într-adevăr folosind 
proprietățile integralelor duble avem 


aart pia 3) = ( ț anl + rali] (5) aras = 


«0 +0 


ifi iei 
= af | x(t) y(s) di ds + ef 4 xolt) y(s) di ds =AA(x, y) + ua, x); 
+0 vo 


vô 
A uER. 
Analog &(x, ayı + Byz) = a (a, v1) + på&lx, y2), n 8ER. 
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) Elementele matricei A, ataşată formei biliniare în baza canonică 
{i, ; e, £), sînt 


11 1 î T 
üa = GU, n= | dtas = | ari ds= bsi =L 


cN .0 “0 bă!) 


A = A, s) = | ! 


“0.0 


pi 1 A 
ais =H ne (e s* did =| af sas Eg 
«0.0 “0 BE 

t 

=T 


1 
i 
«0 “0 


p1 
1- sdżds =| al SG aata 
“0 2 


dp = 15) = =( 1- s* dż ds = 
i 1 


g 1 1 2 i =p 
au dili, 5) PiL ssdrds =È zaf sas min T ia 
d d, Îi 
1p ara 
dy = Alf, s2) = (+ is ai ds =È (rah sas == P N 
«0 v0 Căii] «0 5 


Datorită faptului că forma biliniară este simetrică, matricea sa este: 
1 2 y3 ia 
a= (1/2 1/4 1/6 188 j. 
1/3 1/6 1/9 1/12 
1/4 1/8 1/12 1/16 
Notăm cu B matricea formei în noua bază. Avem B = SAS, unde 
— Í 9 0 O j 
s=| 0 —i 0 0 


0 0 0 —1] 


este matricea de trecere. Efectuăm calculele și obținem 
4 f O tă 
p= | 1 4 =i —1 84, 
9jļ—2 = ı 1/4 
172 —1j8 174  1J16 


2. Se dă forma bilimară 


a(x, y) = Xa — Xa Xa — Xa F X1Ya — Xa + Xayz — 
— Xayz + Maya — Xayz F Xgya — Vays. 


Să se scrie matriceal şi să se găsească matricea corespunzătoare formei 
biliniare în raport cu baza f = (1, 1,0,0), fa = (0,1, 1,0), J = (0, 1,0, 1} 
Ja = (1, 0,0, 1). 


R: 9 3 3 d 
p_|—3 0 1 oj, 

—3 —i 0 —l 

—] O 1 O 


10; 


3. Să se precizeze care din următoarele funcții sînt forme biliniare și în 
caz afirmativ să se găsească spațiul nul relativ la al doilea argument. 


1) 4: P,XP, => R, a(x, y) =È x(ÐA + kat, keR — {0}. 


0 
2) O: RXR? —> R, A(x, 1) = x12 — Xay H 9 — Xa + È, 
RER — {0}. 
3) &: RXR! — R, (x, y) = Dai + xayri + xana + 3999 + 
+ xayir F Yaya. 
4) &: RXR’ > R, a(x, v) = dia — 28i + Xaya + Yad + dau + 
+ tays — Zati F xata 
Soluţie. 1) Funcția este liniară numai în primul argument; 2) Nu; 3) Da. 
Fie forma biliniară A: UxV — K. Mulțimea vectorilor yeV pentru care 


Alx, y) = 0, vxeU formează un subspațiu liniar al lui V pe care-l notăm 
W și aA numeşte spatiul nul al lui & relativ la al doilea argument. În cazul 


nostru X> Dar, = 0 Vi f= l 2a deci Xy auy = 0 sau 


2 0 0 0 AI 0 2% = 0 
LL Ya lh Of. Si Hae = 0 
0030 as o 373 =0 
1 001 ya 0 Ta +y = 0 


Am obținut un sistem liniar și omogen care admite numai soluția banală. 
Prin urmare W = {0}; acest rezultat este evident deoarece forma biliniară 
este nedegenerată ; rang [4y] = 4. 


4) Da; matricea formei biliniare este 


4— üy 
a ort, 
2 ürü 
—2 100 


Sistemul liniar și omogen Ay = 0 este 4yı — 2y = 0, Y+ ya = 0, 2y + 
+ ys = 0, —2yı + ya = 0. Vectorul soluție este v = (az, a, —a, a), ae; 
prin urmare spațiul nul relativ la al doilea argument este un subspațiu vec- 
torial unidimensional. 

4. Fie V un spațiu vectorial şi d o formă biliniară simetrică pe V, iar 
UcV un subspaţiu în V. Să se arate că 

1) mulțimea, UL = (weV | (x, y) = 0, xeU}; este un subspațiu al lui V 
(complementul ortogonal al lui U e V față de d); 

2) dacă fer, €z, 6 CU este o bază în U, atunci ve Ured(a, st) 
= a = A(6, 2) =0; 

3) dacă V este finit dimensional, atunci dim V< dim U + dim UŁ. 

Solujie. 1) Fie yı, y2EV aşa încît A(x, yı) = A(x, Y) = 0 şi r, ase K. 
Deoarece yı + aeyee V şi & este biliniară, rezultă &(x, ayı + azy) = 
= qalx, ya) + alx, va) = 0. Deci ayı + ayze UH. 
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2) Dacă xe U+, rezultă A(x, 1)=0, YyeU şi deci în particular d(x, e) = 
=0, J= 1, ...,s. Reciproc din alen y) = (ez, Y) = m. = ale, y) =0, re 


zultă &(x, v) = 0, ve, deoarece putem scrie + = XS ape, aE K şi deci 
k=i 


A(x, 3) = Deal (e, y) = 0. Prin urmare xe U+, 


3) Fie “aia V = n şi (ut, se: Uny O bază a spațiului V. Notînd cu yi, -.-, Ye 
coordonatele vectorului y fată de această bază, sistemul de ecuații 
aler x) =. = Ulep 1) = 0 devine 


Uer 14) y1 + ne H Aen, ta) Yn = 0 


ale, 11) Yr + o H Alers Un) Ya = 0. 
Rangul acestui sistem este cel mult s, iar spațiul soluțiilor‘sale este U- şi 
deci dim Ut èn — s = dim V — dim U. 

5. Fie V un spațiu vectorial real n-dimensional, & o formă biliniară sime- 
trică şi nedegenerată pe V și WcV un subspațiu vectorial k-dimensional.. 
Definim W = {ve Vj đ&(v, w) = 0, VweU). Să se arate că 

1) W+ este un subspațiu (n — k)-dimensional, 
2) W= W, 
3) V=WÈ w+, 
dacă şi numai dacă restricția &|w este nedegenerată. 

6. Fie V un spaţiu euclidian complex și S:V—V un endomorfism- 

Definim forma pătratică 
x — Q(x) = (F(x), x), ev. 
1) Să se arate că dacă $ este hermitian, atunci @Q(x)eR, vxeV, iar 


dacă g este antihermitian, atunci Q(x) este pur imaginar, vxeV. 
2) Să se verifice relaţiile 


A(tx) = tax), VreC, 
a(x + y) = ela) + Aly) + (F(x), y) + (70), 2), Yx, yey, 
şi să se scrie formula corespunzătoare pentru Q(x + ty). 
3) Să se verifice implicația &(x) = 0, Yxe V = I(x) = 0, YxEeV. 
4) Să se arate că dacă Q(x) este real vxeV, atunci J este hermitian. 
7. Se dă forma pătratică x — Q(x) = 2xıxz — Gas — 6X2%g. 
1) Să se scrie matriceal și să se determine rangul formei. 


2) Să se găsească expresia canonică prin metoda Gauss și să se stabi- 
lească matricea de trecere. 


Solutie 
0 1 —3 X 
1) Q(x) = [x1 x2 Xa) 1 0 —3| |z|- rng =s, 
—3 —3 0 Xs 
2) Întrucît toți coeficienții a; = 0, i= 1,2,3, vom face schimbarea 
xi = y1 — Y2, X= y1 + Jz Xa = y3. Obţinem Q(x) = 2y — 273 — 12y,y3- 


PA z 1 
Grupăm termenii care conțin pe J Q(x) a (21 — 6y)? — 273 — 1892. 
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~ + i 
&( x)= 


Prin schimbarea 2 = 2y1 — 6v3, Za = Yə, Z3 = Y3, obținem forma canonică 
— 23 — 223 — 1843, 
2 


F i 

x FI E SE" SI “2 Fi 
S-au efectuat următoarele transformări liniare x — y — z sau matriceal 
Z = T; T, X, unde S! = T, T}, S fiind matricea de trecere. 


LEITE 


— 0 1 1. —6 
2 
= = 1 i deci 
ti allai e Al a ù 
2 2 2 2 
o Hi é © ij 0 o0 1] 
21) | 1 1 — 6; A 
22 |=: e 2 9 | . ; 
| 2 2 
23 L 0 Ò 1 Xa 
Găsim 
E 
2 
S= 
& J4 
2 
Lo 0 1i 
Se ştie că matricea ataşată lui € în raport cu noua bază este B = ŻSAS, 
Deci 
Ze A o | 9 E =g A =l 3 
3 g 2 ` 
— 1 0 1 0 —3 — L 5 
2 
La 3 1 lg = BILD 0 1 
d m al 
= | 2 , 
Q —2 0 
0 


— 18 


Am obținut matricea diagonală atașată formei canonice z — @(x) 
2 2 
= 73 — 223 — 1823 


Utilizînd metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi și respectiv metoda valorilor 
proprii, să se aducă Q(x) la expresia canonică și să se verifice teorema de 
inerție, 


8. Se dă forma pătratică x — Q(x) = 5x? + 6x3 + 4x3 — Axa — Arts. 
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Solutie. Metoda lui Gauss. Grupăm termenii care conțin pe x1; @(x) = 
= (542 — Axa — 4xixa) + 033 + 432 = A (5x1 — 2x — 2x3)? Ca x + 


16 8 ; = 
+-— 33 — A Xa%. Facem transformarea vı = xı — 2x — 2x3, Yz = Xa 


3 


5 
3 E v 26: 3 16 + 3 
Y3 = xz Obţinem (1) = — vi + Fi +— 3 — = YaVa. Grupăm terme- 
Ș 5 
m : i 26 4 
ali care conțin pe Yz, apoi facem transformarea 2 = Vi, Z2 = —— Y: — T Y3, 
: , | ca S aa 0 
23 = Ya. Obținem expresia canonică Q(x) = Fii + ai 2 LET iu cu trans- 
È 26 
formarea 24 == 5%, — 2x2 — 2x3, Zz = —- Xa — — X3, 23 = %3. 
5 3 
Metoda lui Jacobi. Matricea simetrică atașată lui @ este 
5 —2 —2 
A =|—2 6 0]: 
—2 0 4 
Minorii principali sînt 
4 3 | 5 —2 —2| 
A= l. Ar= S, Aa = 3 6 = 20. Ag = —2 6 o| = 30, 
pi R |-2 o 4 
toți nenuli și pozitivi. ` 
1 =) 1 
Forma canonică este Q/x) = — v? - — v3 L — y3, unde (y1, Yz 43) sînt 
a r fra T (9 Ya, 3'3) 


coordonatele vectorului în noua bază {ej, e, éz}. Relaţiile de legătură între 
vectorii bazei noi şi celei vechi sînt 


-4 a F 5 a i... 43 
A =— e, = ei + — lz l =— e — lz + — 6z. 
= e ET a a 40 * 


Elementele c, ale matricei de trecere le găsim din modul cum se con- 
struiește noua bază ; anume ej = C1161, 63 = C2161 + Caota, €g = C3181 + Caola + 
-+ Casta. Impunem condiţiile &(ep, e) =0, i#k; alep e) = 1, ştiind că 
Alep e) = du, sînt elementele matricei A ataşată formei pătratice @. 

Metoda valorilor proprii. Matricea reală A atașată formei pătratice @ 
este o matrice simetrică și deci are valori proprii reale. Aceste valori proprii 
vor constitui coeficienții formei canonice. Ne propunem să determinăm va- 
lorile proprii și vectorii proprii corespunzători transformării a cărei matrice 
este A, 


5—A —2  —2| 
—2 6— À 0|—=0 
—2 0 4—A 


Obţinem valorile proprii distincte în = 2, ħs = 5, àg = 8 și deci vectorii 
proprii corespunzători vor fi ortogonali. 
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Pentru A, = 2 coordonatele vectorului propriu corespunzător ei vor fi 
date de sistemul 36,4 — Zez — 2eg1 = 0, —2en + Ata = 0, —2ep + 22eg = 0. 
2 


Obținem ej = (2, 1,2); prin normalizare 6 =(7 D z 


i | : 2 
Analog pentru ħa = 5, obținem zi aja >» —>» = 
|l ez || 3 3 3 


Coordonatele vectorului e; se obțin fie ca soluție a sistemului — 3e, — 
— 239 — 2egg = 0, —2egy — Rega = 0, —2ea1 — 4e3a = 0, fie din condițiile de 
+ 


i 2 | 
ortogonalitate (e5, ej) = 0 și (e, e2) = 0, găsim — Sa =$ =-=; — =) 


?| ind 
(| Ea | 3 3 > 
Transformarea ortogonală care ne conduce la forma canonică este 
2 1 2 1 2 2 2 2 
m E ri Pe al, Me ali e 2 Doze n eee 2 li pl 
3 3 3 3 3 3 3 3 
—— Xg. Prin această transformare forma pătratică devine 
> 


Q(x) = 2x1 4 Si + 8. 

Mai facem observaţia că forma canonică de mai sus s-a obţinut cu 
ajutorul unei baze ortonormate. 

Observaţii. Am redus € la forma canonică prin trei metode diferite și am 
obținut o sumă de trei pătrate; formele canonice au aceeași signatură (3,0), 
prin urmare se verifică teorema de inerție, 

Forma pătratică este pozitiv definită, deoarece se verifică oricare din 
condiţiile (i) signatura este (3, 0) sau (ii) A = 5, A= 26, As = 80, toți 
determinanţii fiind strict pozitivi sau (iii) valorile proprii ale matricei A sînt 
strict pozitive, 4 = 2, da = 5, 5 = 8, 

n n 

9. Să se arate că forma pătratică x — (4) = EAR EEA 
Zi ea d + |7—z| 
este pozitiv definită. 

Solutie. Considerăm funcțiile /— b (t) = ti-i! cu ajutorul cărora fixăm 
matricea B = [b,()). 

Minorii principali ai acestei matrice sînt 


d L a gi ł £? 
A= l, s=), ji A=|t 1 î1=10 1—8 i-f|= 
oz 1 0 1—£ i—i 


= (1 — P)?. Prin inducție se poate arăta că minorul de ordin % este 
E AI EE i 


h-2 
aat Tot d 


Toți minorii A,(h = 1, 2, ..., n) sînt strict pozitivi pentru że (0, 1); prin 
urmare forma pătratică 5: D bylt) xx; este pozitiv definită, vre (0, 1). Se. 
i=i j=l 


constată că 


1 1 1 1 
| ba(2) a= t: dż = l] = iis | bilt) a=] ¿dt = 
-0 +0 0 


-0 


l 


e s da. 
2 
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În generat 


i E e A Arii j 1 
| ab) at= iidt= e = ui 
A Jo 1P|i—J] io 1-4+|5—4] 


Putem scrie 


1 n n n n WI n n 
9 <| (3 ` S bule) 7 dt = EDIN bð a) na =) DO ata, Yx#0, 
o Ni=1i j=l i=1}=1 lao i=l j=l 


adică forma pătratică € este pozitiv definită. 
10. Să se reducă la forma canonică 


H) &(x) -7 a + "2 Vi x = (Xi co G) ER”. 
N=} Riks = (a n GER”. 


3) Q(x) = aa ? E NaN A= (Xirs Sa) ER. 


1 
Solutie. 1) În raport cu baza canonică, Q(x) = x? + 3 Ža na are 


matricea 


US iat 
Ecuația caracteristică 
E UE ii i 
Ii 64-18 
în Ve T RR PE 
se mai scrie 


; +i : isa 
(1/2 — | en d = 0 şi are rădăcinile 


n- 1 i : 3 
= > = m.n m EE ț 2, În concluzie, expresia canonică este 
n-+i $ i 1 2, 2 2 
a(žj = 3 xi + = (x3 Pg + -tH t) 


11. Dindu-se următoarele forme pătratice, să se găsească pentru fiecare 
o bază ortonormată față de care forma pătratică să aibă o expresie canonică. 


1) Q: Rt —> R, Q(x) = 242 — Gita — Óx2X4 + 2X34 
2) Q: R? >R, Q(x) = 3x + 6x3 + 3x3 — Axa — Bas — 4xzx3 
3) &: R? >R, Q(x) = — + 13 — 5x + Ga + 4xaxs. 


ll 
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12. Fie FeM,„(R) și I matricea unitate din Myx, P). 

1) Să se verifice că forma pătratică ataşată matricei G = I -+ ‘FF este 
pozitiv definită. 

2) Să se arate că dacă F? =— — I, atunci n este par și det F = 1. 

Solutie. 1) Evident 'G = I+ (CEE) =G, adică G este o matrice simetrică. 
Se observă că 'XGX ='XX + X(FF)X = "XX + '(FX) (FX) >0, văz0. 

2) Deoarece det F? = (det F)? = (—1)" det E = (—1)”, iar F este reală, 
rezultă n = par. Din (det F)? = 1 deducem că det F este sau —1 sau +1. 

Pe de altă parte, 'FG + GF =—'F-'F(FF) + F+ ('FF)F — F+ ' (F°) F+ 
+ F + FF? — 0, adică matricea GF este antisimetrică. Ţinînd seama de 
relațiile (det G) (det F) — det(GF), det G > 0, şi de faptul că determinantuł 
unei matrice antisimetrice de ordin par este strict pozitiv, rezultă det F = 1. 


13. Fie Və, un spațiu vectorial euclidian raportat la o bază oarecare, 
fie G matricea atașată produsului scalar și J matricea atașată unei structuri 
tangente pe V, adică J? = 0 și rang J = n. Să se arate că forma pătratică 
atașată matricei H = GJ + *JG are signatura (n, n). 

Soluție. Matricea H este simetrică, ‘H = *(GJ + ']G) = *(GJ) + JG) = 
= "ŢG + ‘GJ ='JG + GJ =H. Alegem baza {vi ..., Un} a lui Vo, astfel 


a 


încât Jo, = Unn 4 = 1, 2, n. In raport cu această bază avem 
J= á o] și G= AM , unde A și C sînt în mod necesar matrice 
I 0 B C i 
pozitiv definite. 
d . B+B C]. ; z 
Rezultă H = GJ + ‘JG = e K și deci H este nedegenerată. 


Alegem baza {u -.-, Mən a lui Va, astfel ÎNCÂt Ju, = Uatn G(tta, Uatn) = 0, 
a = 1, 2, ...„, n. In raport cu această bază găsim 


J= li a , G= în d unde A și C sînt matrice pozitiv definite. Deci 
L 0 0 € 
0 C E 0 Cl [ăX 
H=6G TG . Pede altă parte, HZ = ['X, 'Y = 
J+ efe ol p afe ol lel 
= XCY. Făcînd schimbarea X = X, + Y,, Y = X; — Yu, găsim 'XCY = 
= XCX, — *Y CY. Ținînd seama că € este o matrice pozitiv definită, rezultă 
că forma pătratică atașată lui H are signatura (n, n). 


14. Fie V un spațiu vectorial real euclidian 2n-dimensional înzestrat cu 
o structură complexă 5. Să se arate că V admite o metrică g astfel încît 


ge(F x, Sy) = g(x, y), Yx, yeV. 
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Ansamblul (F, g) se numește structură metrică hermitiană pe V. 
l 
R: g(x, w) = îi (h(x, y) + ASF x, Fy), vx,veV, unde 4 este produsul 


scalar dat prin definiția lui V ca spațiu euclidian [58]. 


15. Fie V un spațiu vectorial real euclidian (224 1)-dimensional înzestrat cu 
o structură cocomplexă ($,£, 1). Să se arate că V admite o metrică g astfel încît 


n(x) = gE, x), g(x, Ey) = g(x, y) — nlx) 10), Yx, yev. 
Ansamblul es č, n, g) se numește structură metrică cocomplexă pe V. 


R g(x,y) = - x, y) + Sax, Fy) + nlx) 10), unde A(x, y) = f(x — 


— nix) E, v — nly) E) + nlx) nly), iar f este metrica dată inițial pe V [58]. 

16. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n. Un ansamblu (F, £, n), 
unde F este o transformare liniară a lui V, E e V şi y este o formă liniară pe V, 
care satisfac condițiile 


x 


F? = id— En nE 1 
se numește structură coprodus pe V. Evident £- 4 este endomorfismul definit 
prin (£: n) (x) = n(x) é, xev. 


ji N 


i} Să se arate că dacă (F, 5, 4) este o structură coprodus, atunci 
E= 0, v- F= 0, rang f =n — 1, rang (F — E n) =r. 
2) Să se afle valorile proprii ale lui F. 
3; Să se arate că V admite o metrică g astfel încît 
nix) = sE, x), gF x, Fy) = g(x, y) — n) n0) Yx, yev. 
Ansamblul (F, £, n, g) se numeşte structură metrică coprodus pe V. 
R. 1) (F — č- n)? = id. 2) Valorile proprii ale lui $ sînt —1, 0, +L 
17. Fie V un corp acționat de sarcini de suprafață TeCHD cR?) și de 
forțe masice F pe unitatea de volum. Să se arate că energia de deformație a 
corpului, pe unitatea de volum, exprimată în deformații specifice (sau ten- 
siuni; este o formă pătratică pozitiv definită. 
Solujie. Se ştie că 


U Aty Leti ffe e: e. E Rule să + s? 
9 = Fi (sa, + e A i aeei) T În Sr Cyy Syyzz T Sas) F 2u (e, + Syy T AP 
Matricea acestei forme pătratice, 
E, A à ge 
2 2 2 
; iy i 
E S Apa 
2 2 2 
A = 2 4 +2 SE 
2 2 2 
0 0 0 2u 0 0 
0 0 o 0 2 0 
l o 0 ò öö 0 žl 


are toți minorii principali strict pozitivi. Deci forma pătratică Up este pozitiv 
definită. 
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În tensiuni avem 
U =— [azs + ajy Ej Ozz iau Zya yss F Olze + Ga20uy) + 


+21 +y + oht oa) cu —l<y <12. 
18. Să se scrie programul FORTRAN al algoritmului lui Jacobi de deter- 


minare a semnului unei forme pătratice. Aplicaţie: 


p 


w P 


40 
45 


Qix) = xi + Txi 242 — 342 H 52 — Axira -+ 2 dota + 23 
Solutie (Fig. A.4). 
DIMENSION B(5.5).DELTA (5) 
READ(105,1) N 
FORMAT(12) 
DA 2 Ii 
READ(105,3) (B(1, J}, ]=1,5) 
FORMAT(5F4.2) 
WRITE(108,30) 
FORMAT( +, 'MATRICEA FORMEI PATRATICE ESTE” j/) 
DO 40 I=1, N 
WRITE(108,45) (BI, J), J= 1,5) 
FORMAT(' ’, 5(F9.3,535)) 
IF(N.EQ.1) GØ TO 11 
DELTA(1) = B(1,1) 
DØ 4 1=2,N 
CALL DETER(BAI,DET) 
DELTA(I)=DET 
WRITE(108,25) (DELTA (D),I= 1,N) 
FORMAT( + | DELTA: ',5(F8.3,35))/) 
DØ 5 I=1,N 
IF(DELTA(I).LE.0) GØ TO 6 
CONTINUE 
WRITE(108,10) 
FORMAT( +, “FORMA PATRATICA ESTE POZITIV DEFINITA”) 
GØ TO 20 
DO 7 I=1,N2 
IFU.LI.N) GØ TO 15 
IF (DELTA (I).LT.0) GO TØ 12 
GO TO 13 
IF(DELTA(1).LT.0.AND.DELTA(I- 1).GT.0) GØ TO 7 
WRITE(108,8) 
FORMAT( 7, 'FORM.A PATRATICA NU ESTE NICI POZITIV NICI NEGATIV 
DEFINITA”) 
GO TO 20 
CONTINUE 
WRITE(105,9) 
FORMAT +, 'FORMA PATRATICA ESTE NEGATIV DEFINITA”) 
GØ TO 20 
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11 IF(B(1,1) 12,13,14 
20 STOP 
END 
SUBROUTINE DETER(B,N,DET) 
DIMENSION A(5,5),B(5,5) 
WRITE(108,3) N 
3 FORMAT Jj DELTA, 11) 
DO 200 I=1,N 
200 WRITE(108,100) (B(I, J), J= 1,5) 
100 FORMAT 7, 5F9.3) 


DO 2 I=1,N 
DO 2 J=1,N 

2 A(1,J)=R(I, J) 
DET=ì. 
NINSI 
DO 1 I= X1 
Îi 
Ki=I 


DO 10 J2=1N 
DO 10 R2=I,N 
IF(ABS(A(]1,R1)).GE.ABS(A(J2,N2))) GO TO 10 
Ji= J2 
Kl=K2 
t0 CONTINUE 
IF(ABS(A(J1,K1)).GT.1.E-20) GO TO lI 
DET=0 
RETURN 
IF(]JL.EQ.D) GO TO 12 
DO Î D=IN 
X=4A(IL,K) 
A(I,K)=A(J1,K) 
5 A(Jl1,K)=—-X 
12 IF(KiL.EQ.I) GØ TO 15 
DO 6 I=IN 
N=A(JID) 
A(JD=A(J,RD 
6 A(J,RI=—N 
15 Il=I+ 1 
DO 30 J=1I1,N 
IF(A(J,D.E0.0) GO TO 30 
N=A(J,DIA(I,D 
DO 7 E=I11,X 
A(J.B)=A(J,RN)— SAI, I) 
30 CONTINUE 
DET=DETsA(1,1) 
DET= DETa«A(N,N) 
RETURN 
END 


~ 


ma 


Forma pătratică dată este pozitiv definită. 
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$ 6. SPAŢII PUNCTUALE EUCLIDIENE 


6.1. Fie V = {2, d, £,...) un spaţiu vectorial euclidian. O mulţime 
= A, A, 3 se numește spațiu punctual euclidian dacă există o funcţie 
i EXE — V astfel încît 
(î) f(A, B) +f (B,C) =t (4,C), A, B, CEE, 


(ii) funcțiile parțiale f,:E—V definite prin f,(B) = f(A, B) sînt bi- 
jective. 

V se numește spațiu director; elementele lui V se numesc vectori directori; 
elementele lui E sc numesc puncte; f se numeşte functie de structură 
afină. l 

Spaţiul punctul euclidian E se numeşte real (complex ) dacă V este un spa- 
țiu vectorial real(complex). Dimensiunea lui E se defineşte ca fiind dimen- 
siunea lui V. Un spațiu punctul euclidian de dimensiune n va fi notat cu E,- 


6.2. Pentru orice punct AcE și orice vector 7 e V există un singur punct 
BEE astfel încît d = f(4,B). 

6.3. Există spaţii punctuale euclidiene care nu sînt spaţii vectoriale. Orice 
spațiu vectorial euclidian V este un spațiu punctual euclidian deoarece func- 
ţia f:VxV— V definită prin f (2,7) =V — Ü satisface (i) şi (ii). 

6.4. Fie E un spațiu punctual euclidian, V spațiul vectorial euclidian aso- 
ciat şi f funcția de structură afină. O pereche ordonată (A, B) de puncte din E 
se numeşte vector tangent la E în punctul A (segmen: orientat, vector legat). 
Punctul A se numeşte originea sau punctul de aplicație al vectorului tangent, 
iar B se numește extremitatea sa, Dacă A este originea lui E, atunci (4, B} 
se numește vectorul de poziție al punctului B. | 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenti la E în punctul A se numeşte spaţiul 
tangent la E în punctul A și se notează cu T ,E. Această mulțime este un n spa- 
tiu “vectorial euclidian izomorf cu V. 

Doi vectori tangenţi (A, B) şi (C, D) se numesc egali dacă au sa parte 
vectorială f(4, B)=f(C, D) şi acelaşi punct de aplicatie, A =C. Doi vectori 
(A, B) și (C, D) care au aceeași parte vectorială, f(A, B) = f(C,D), dar 
care au puncte de aplicaţie diferite, A+ C, se numesc paraleli. 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenți la E paraleli cu un vector tangent 
dat se numeşte vector liber şi se identifică cu un vector director (element ai 
lui V). 

— 
6.5. Un vector legat (A, B) se notează cu 4B B sau cu î i dacă f(4,B;=y; 


un vector liber se notează fie prin AB, dacă ZB este un segment orientat 
din mulțimea numită vector liber, fie prin Ÿ dacă f(A, B) =ï. 


6.6. Fie E un spaţiu punctual euclidian. Funcţia d: EXE—R, definită 
; e VS f 
prin d(4, B) = 48| =| (45, AB) este o distantă pe E. 


6.7. Fie X o mulțime închisă din E,, fie A un punct oarecare din E, și B 
un punct oarecare din ©. Marginea inferioară 


d = d(4, X) = inf d (A, B) 
Bex 


se numeşte distanța de la A la E. Aceasta este de fapt minimul furctiei 
B— d(4, B) 
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Fie E, și Xa două mulțimi închise din E,, fie A un punct oarecare din 
X, şi B un punct oarecare din Xe. Marginea inferioară 
d=d(Z, 22) = inf d(4,8B) 
AEE, Be So 
se numeşte distanța dela X+ la Sa. Dacă Xa este compactă și dacă £, N E: =Ø, 
atunci d = d (X, 22) este minimul funcției (4, B) — d (A, B). 

6.8. Fie £,,..., Enp o bază ortonormată a spațivlui director V şi O originea 
spațiului punctual euclidian E,. Ansamblul & = 40; Za ..., Zaj se numește 
reper cartezian în En. | 

r . PE erei = ma 

Coordonatele (x1, ..., Xy) ale vectorului de poziție OM = x161 +... H XC 
se numesc coordonatele carteziene ale punctulul M în raport cu &. 

Fie A (Xie Sa) ŞI B(y1 -o Ya). Rezultă AB = {y1 — x1) 1 + o t On — 
i Xa) B d (4, B) == NO: == XP + si (Ya = Xa). 

6.9. Distanţa de la un punct Meolxio ---, 40) la un hiperplan P: axı + .. 
ame T Asa -H b= 0. 

| är + see ke ap% bj 
d (Mo; P) =! 1-*10 + nad + N 


IER ə 
VF F 


6.10. Unghiul dintre două drepte orientate de vectori directori & res- 
pectiv 5, 


6.11. Unghiul dintre două hiperplane orientate cu vectorii normali ñ: 
respectiv 72, 


(i Bo) 
t r 
cos 9 = de 910, =] 
H = Li = 
Ikili ilte] 


6.12. Unghiul dintre dreapta orientată de direcție â şi hiperplanul orien- 
tat de normala ñ, 


~ 


6.1.3 Măsura p-paralelipipedului (0; %1, Ua, -.., Üp) 


y jaa 
V = vdet [(t;, 14)]. 
6.14. Izometrii. 
Fie E, un spațiu punctual euclidian #-dimensional. 
1) O aplicaţie a lui E, în el însuși care păstrează distanța se numeşte 
îzometrie. 
2) Orice izometrie este de forma î = to 0, unde 7 este o translație, iar O 
este o transformare ortogonală. 
.. a -> = D P3 = = . ei 
Fiind date două repere R = (0; Cr.. Cay şi îi = (0; Zi e, Eat există 
o singură izometrie îi = to O: E, > E, astfel încît O(21) = Zi. 
3) Fie i = ż00 o izometrie. Dacă det O = +1, atunci se numeşte 
deplasare (izometrie pozitivă ), iar dacă det O = —1, atunci î se numește 
antideplasare (izometrie negativă). 
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8 — Probleme de algebră — c. 264 


6.15. Hipevcuadrice. 


Fie E, un spațiu punctual euclidian real n-dimensional raportat la un reper 
cartezian. 


1) Mulțimea 


H = lata = (Xi, o Vp) ER”, = Asti + 2352, XA o= o} 
i 


i, j=l i=l 


se numește bipercuadrică sau keps algebrică de ordinul al doilea. 


Dacă utilizăm matricele A = [a], B = [bi ---, Pa], X = [xn ee, tal atunci 
ecuația hipercuadricei H se transcrie 'XAX + BX + c = 0. 
2) Hiperplanul tangent la o hipercuadrică H într-un punct Yo = (Xio, --- 320) 


în care cel puțin unul dintre numerele >; &;;¥; + b este diferit de zero, are 
ecuația matriceală (obținută prin dedublare) 

'X(AX, + 'B) + BX +c = 0, 
iar normala la H în xp are ecuația 

X = X, + s(AX, + ‘B), seR. 


3) Cuadrica H are un centru de simetrie dacă și numai dacă rang 
A = rang [A, *B]. 


Ecuația unei hipercuadrice cu centru poate fi redusă, printr-o izometrie, 
la forma canonică 


ar b.n Haa Hy. 


Ecuația unei hipercuadrice fără centru poate fi redusă, printr-o izometrie, 
la forma canonică 


nai PeT aa? = 2kg 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie E un spaţiu punctual euclidian real și d: EXE — R, distanța pe E. 
1) Pentru orice M,,..., M,eE(u > 1) există relația 


—— — > 
MA, + Mal .. + Mea, + MM, = Ov, 


numită relația lui Chasles. (Oy este vectorul nul din spaţiul director V). 


2) Să se arate că punctul G este centrul de greutate iri sistemului de 
puncte (M,,..., M„CE cu ponderile vu, ..., PRI A Pe Hu, = 1, dacă 
şi numai dacă 


? ET 3 
see T Hn GM, = Qy. 


WGM, + GM, a 


-— e 
3) Dacă (M.M>, MaM Ma) = 0, să se dovedească egalitatea 
(M, M3) == d2(M,, Ma) + dM, Ma). 
4) Dacă MEE, să se scrie expresia 
— — —— — — 
£(47) = (MM, MM) + (MM, MM) + (MM, MM) 
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funcţie de d (M, Mo), A (Ma, Ma), d (M3, Ma) și d(M,G), unde 


1 1 1 
G= r M + gMk 7 Mg este centrul de greutate al sistemului (M,, 
Mə, Ms). 
5) Să se expliciteze locul geometric al punctelor M e E pentru care f(M) = 0. 
— 
Soluţie. 1) Demonstrăm prin inducţie. Pentru n = 2 avem MM: + 
——— — = 
+ Ma Mı = MM, = Oy, deci relaţia este adevărată. 


Admitem că relația este adevărată pentru n — 1 puncte Ma, c., Ma 
și o vom demonstra pentru n puncte M,,..., M,. În adevăr, 


——> — —— — — — 
MMa + MaM; e e + Mra Maa + (Oa Ma + MM) = MM + 
M-a Ma 


— —— —— = , f 
e MaMa +... + Mn-oMnaa + Ma Mi = Ov. (conform ipotezei). 


A raze gA —— g — = 
2) Dacă GM + ugGMa + m. hu GM, =0y, ua Hut see Hun = l, 
pentru un punct fixat OEE, obținem succesiv 


= 


wO + OM.) + ua(GO + OA) +... +u,(GO + 0M,) = dv, 


— = 


(pat pa me Fun) GU + (40%, Po E 4,0) = O, 
oG =w 0M, i ug +u, OM, şi deci 
G = uMi -i uM + s. -- VaM pe 


Reciproc, dacă G este centrul de greutate al sistemului {M;, ..., Mp}, adică. 
egalitatea precedentă este adevărată, atunci 


Oy = GE SIMIA 
dl 


—— — —> 

3) Pe baza relaţiei lui Chasles, MMs = MıMa + MM; avem 
Pr — — == 

d?(Mi, Ma) = || Mi Ms 2 = (Ma + MoM} = || MM 2 + 


— — — 
+ (MMe, MaMa) + | MM] = 02(M,, Ma) + (Mo, Ma). 
—— [mamam 
= -> mm. — = 
4) În baza egalității GM, + GM + GM3 = Oy și a relaţiei lui Chasles. 


obţinem 


+ IG + GM, MG + GU) = 34241, G) + 2076, GI, + GAGA) + 
=ý; 
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1 => meii 1 => —=— 
(GM, GM) = E (M:Mı + MM), T (MMe + Tity) = 


men 5 aM, M:)— S M (MM, MaM), 
— = 2 1 —— —— 
(Gts, GIs) = — £ (Ma, Ms) — 2 (Me, M), 
ak or 2 Ia a 
(DĂ, GI) = — $ (Ma, Mi) — AT, MMi). 


Deci 
(M) = 344M, G) — = TA2(44., Ma) + Pi Ma Ma) + d2(M3, Mi) — 


— tie -= MM, + MM = || AL j2 = | MaMa! [fe — il MMi 
o 
ai 


= 34?(M, G) — T 1 ra, , Ma) + &? (Ma, Ma) + GMa, Mi). 
5) {{3M) = 0 implică d2(M, G) = n (d? (M, Ma) +a?(M:, Ma) +4°{( M, Mi) 
şi deci locul geometric căutat este mulțimea 


| WeE a, G) = TA Ma) + d? Ma, Ma) + RATA) 


l 


şi reprezintă o hipersferă cu centrul în G şi de rază 


R = = VEM, Ma + ca, Ma) = EUL, Mi. 


2. Fie Ls mulţimea dreptelor din R? care intersectează planul P: x =0, 

iar De In o dreaptă de ecuații xi = axs c, xa= bx; + d, (a, b, c, dei. 
Fie f : La — R! funcţia care asociază dreptei De La punctul (a, b, c, d) E R°. 
1) Să se arate că mulțimile 


Sı ={{(D)| De La, MeD}, Sa = {f (D)| De Ls, DeQ) 


sînt subspații afine în R* de dimensiune doi știind că M este un punct din RŽ, 
iar Ọ un plan din R? secant cu planul P. 

2) Să se demonstreze că o condiție suficientă pentru ca un subspațiu afin 
al lui R! să fie S; sau S, este ca el să aibă drept subspațiu director un sub- 
spațiu vectorial de dimensiune doi conținut în mulțimea 


E = (ara, X2, X3, Xa) E RI) x1%4 = Xoxa}. 
Soluție. 1) Dacă M = (a, az, as)e RE, atunci 


Sı = { (x1, Xo, Xa, sa) ER | a, = uda + Xa, da = oda + Xa}, adică S, este 
mulțimea puncte alor din R* ale căror coordonate Xi Xa, Xa, Xa verifică siste- 
mul de ecuaţii liniare aa, + X3 — di = 0, agta + X4 —da=0. 
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Deoarece 


aa 0 1 0 pae” : = Ra 
rang | ° |- 2 rezultă că S, este un subspațiu afin din R! de 


(0) ag 0 1 
dimensiune doi. Sistemul liniar omogen asociat caracterizează subspațļiul 
vectorial asociat lui Sa, față de baza canonică din R^. Rezultă că, pentru 
da = 0, direcția lui S, este subspațiul (axa, x2, Xa, Xa) ER*! x2 = 0, x3 = O}; 
iar pentru 43 = 0, direcția lui S, este subspațiul vectorial 


fea Xan Xa, da) e R!| xi = — A Xo, Xg = — — a} 
åz d3 
Dacă Q: axı A+ pa + az% + da = 0, unde 4,40 sau a240, atunci 
Sa = (21, Xa, X3, X3) ERŻ! ayx, + oxo + ag = 0, aaa + dota + a4 = 0}. 
Deoarece a? + a3#0, rezultă 
4 da 0 0 
0 0 a a 


S este un subspaţiu afin din Rt de dimensiune doi. 
2) Un subspațiu vectorial de dimensiune doi poate fi reprezentat printr-una 
din mulțimile 


rang | |=2 și deci 


TO) = { (21, X2, Xa, Xa) ER?) Xy = hia, Xa = Alah, eR} 

Vla) = ETT Xa, Xa, Xa) eR!| vy = Ma, Y2 = ua), ueR} 

E( æ) Ea (a, Xa, X3, Xa) eR!| Xg = 0, N= O, 

V( 20) = (ac, žo Xa, Xa) ER a —0, xi = 0). 

Subspaţiile U:2) şi V(2) împreună cu U( oo) și V(o00), generează mulțimea 
A = “(x Xa; Xz; xa) geR?| Kika = Xoxa CR". 

Fie S un subspațiu afin al lui R* astfel încît subspațiul său director să fie 


U(), ER. În raport cu reperul canonic al lui R4, sistemul ecuațiilor liniare 
ale lui S va fi de forma 


Xi — Xa + a =0 
Xs — Ax; + 8=0, unde g, BER. 


Dacă considerăm planul Q: xı — x2 + aia + 3 = 0, atunci Q este secant 
planului P- și din definiția lui Są urmează în mod necesar S = Sg}. Dacă S’ 
este un subspațiu afin al lui Rê astfel încît subspatiul său director este U(o%), 
atunci sistemul ecuaţiilor liniare ale lui S’ în raport cu reperul canonic din R+ 
va fi de forma 


Luind Q: xə + axs + b = 0, rezultă că Q este secant cu P și deci S' = S. 


Pentru S; se face o discuție analogă. 
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3. În R”, să se afle distanţa dintre X:x, = - + 24 ȘI Pixy — xa — 24, = 4. 
Solutie. Distanța cerută este distanța dintre hiperplanul P și hiperplanul 
tangent la cuadrica X paralel cu hiperplanul P. 


Fie xı — x2 — 2x, = à ecuația fasciculului de hiperplane paralele cu P. 
Determinăm pe 2 astfel încît hiperplanul ci i să fie tangent la S, 
adică eliminînd pe x, din sistemul +, = a + ; Si — a — 2Y, = à impunem 
ca ecuația obținută (xı — 3)? + 3(x2 + 1)? = 12 — 6ħ să reprezinte un punct 
în hiperplanul +02. Găsim à = 2, jar 4 = 3, x2 = —1, 3, = este varie- 
tatea liniară de tangenţă. Distanța de la m (3, —1, Xa, Xa, «se, 1) la hiper- 

'6 
planul P este distanța căutată, d = 22 


4. Fie hiperplanul P: xı + 3x2 + 5x3 +... + (2u — 1) rp, — 1/4 = 0 şi 
punctul M(1, 1,..., 1). Se cer 

1) distanța de la punctul M la planul P, 

2) coordonatele simetricului punctului M faţă de planul P. 


1+3 5+... + (2n—1—1/4| 1” — 14| — 1/4] 


Soluţie. 1) e Ea Ee E $ 
Vi 32 524 u n E ja n(4n?— i) 


2) Ecuațiile parametrice ale dreptei D, care trece prin M și este ortogonală 
hiperplanului P, sînt 


= l +t, r= 1 + y, [=l H, o A = l H (2n—1)t, tER. 


Intersectăm dreapta D cu hiperplanul P şi găsim coordonatele punctului 
proiecție Mo, 


Ms i m ie 1—3 om fc: „l— (2n—1)— n 
4 4 4 4 
Știind că x; A = 1,2, ...,%, coordonatele punctului simetric 


Mol, Xis în 40) Vor fi 
Mo TE EE t-32; su (00 a - 
2 2 2 2 


x 


5. Să se calculeze unghiul dintre hiperplanele 


Pi: x + 2x + Big ni — l= 0, 
Po: 2x1 + 342 +. + (n 1) zp — 1 = 0. 
l ! 44i o 
R: COS 9 = 2(n F 2) | a 
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6. Să searate că distanța de la 0(0,0,...,0) la hiperplanul P: xı -+ 
— E s.. + “a + 1 = 0 satisface relația 
2 n 


| afn F i1) 


+.. b 1 +a(ı =a) yne N—{0}. 
n {n 
7. Se dă familia de hiperplane Pia +... + apa = 0. Ştiind că 
toate hiperplanele trec prin punctul (1, 1,...,1) şi că există un punct 
Mol Xio, X20 «+= Yno) cu proprietatea 


|, 
d (Mo; P) = zl aiXio $ AX F e F apXnol, k # const=0, 
să se arate că 


îi — 2 ui Mi 2 
e BE < a = 
Vu(n — 1) mi Nutu — 1) 

8. În spaţiul cu patru dimensiuni considerăm două plane ÆA și B generate 
de vectorii 24, 22, şi bu Us respectiv 

1) în = (1,0,0,0), = (0,1,0,0); bi = (1,1,1,1), ba=(—l, SS ll gel 

2) în = (1,0,0,0), 22 = (0, 1, 0, 0); b1 = (1, 1, 1, 1), b2=(1, 1, —1, —1). 

Să se găsească unghiul ș dintre planul A și un vector oarecare din planul B. 
Apoi să se verifice că funcția 9: B — [0, 7z], care asociază fiecărui vector din B 
unghiul pe care-l face cu planul A, este surjectivă. 

Soluţie. 1) Un vector oarecare din planul B se exprimă în forma 
hbi -H taba = (tı — te, tı — tz, h + tz, t1 + to). Proiecția sa pe planul A are 
coordonatele (4 — tz, ii — tz, 0,0). Notînd cu e unghiul dintre vectorul 
nenul hb) 1+ tb; ə și planul A, trebuie să avem 


a i] (ti — tb, h—t2, 0,0) ||? 1 & — 2il + 
COS2 p = A U el a Ai e 
|! (h4 — tz, ti — ta, hi + ta, i + le]? 2 titi 
1 (ž— 1)? 
E nl i TE pentru f40 
2 +1 ta 
“a 
zi pentru tb =0. 
pt ; iata s 
Funcția 4 —-— admite un minim egal cu 0 pentru à= 1 și un 
maxim egal cu 1 pentru A = —1. De aceea Osicose sl sau Ospsr, 
adică este surjectivă. 
2) Analog. 
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9. În R” considerăm un paralelipiped (0; 24, Da, ..., Hon), astfel încît 


| a= y pentru {1 = j, 
-> = Ai 
(iti 1 7) = EI + £0, x, 40 
| 5; pai 
—— pentru 1#) 
LET 
unde 8, -+ .. — ðm <1 și 3; >0. Să se determine volumul acestui para- 


lelipiped. 


2n 2n —5, 
R:n=[! Sail ar | 
i=l į 


i=l *i 


10. Să se determine transformarea afină a planului care nu posedă puncte 
fixe și nici drepte invariante, 

Soluţie. O transformare afină J a planului este definită prin S(x) = 
= Ax — b, unde ACMa(R), bE Mol), x = "La, 22]. 

Fie {u, v} o bază a planului şi b un vector care nu aparține dreptei generate 
de u. Funcția cu + do — (c + d) u + do + b are proprietățile dorite. Într-a- 
devăr, pentru orice vector w, vectorii g {w) — w şi 9*() —w sînt independenţi. 

Să arătăm că funcţia precedentă este singura care satisface datele pro- 
blemei. Fie F(x) = Ax + b o transformare afină oarecare. Ipoteza că + = 
= Ax + b nu are nici o soluție implică faptul că matricea A — I este singu- 
lară ; ipoteza că dreapta generată de b nu este invariantă prin J implică 
As. Rezultă rang (A — I) = | şi forma Jordan a lui A, 


n l sau w R „ a0. 
0 0 O a 
Fie (u, v} baza Jordan corespunzătoare. În primul caz se confundă cu trans- 


formarea de mai sus și b nu aparţine dreptei generată de u deoarece această 
dreaptă nu este invariantă prin J. Al doilea caz este imposibil deoarece 


b= ru + su implică faptul că dreapta £— iu — Ž y este invariantă prin F. 
a 


11. Fie E, un spațiu punctual euclidian real şi 4:5, — E, o izometrie. 

1) Să se arate că imaginea prin ï a unei hipersfere este tot o hipersferă. 

2) Fie n = 2, Să se demonstreze că dacă ș este o deplasare care are cel 
puțin două puncte fixe, atunci 7 este identitatea pe Ez Rămîne valabilă 
această proprietate şi în cazul antideplasării ? 


Soluție. 1) Fie X sfera de centru O şi rază r și M un punct al lui X. 
Relația d(O, M) =r implică d(1(0), 1(M)) =r şi deci i(M) aparține sferei 
î(2) cu centrul în î(0) și de rază 7. 

2) Fie A, BEE, A £B, şi i: E3— E, o deplasare pentru care 1(A) = A 
şi î(5) = B. Fie Va spaţiul vectorial ataşat lui Es și J: Va — Va transformarea 
liniară indusă de șî. Rezultă j(AB) = 7(4)i(8) = AB, iar aceasta implică 

î —> —” 
coincidența lui j cu identitatea pe Və. Deoarece Ai(M) = (4) 1(M) = 
— — 
= (AM) = AM, adică î(M) = M, izometria este identitatea pe Ex. 
Antideplasările nu au proprietatea precedentă. 
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12. 1) Să se arate că operaţia de compunere definește pe mulțimea 
izometriilor lui E, o structură de grup (grupul izometric ). 


2) Să se demonstreze că operația de compunere defineşte pe mulțimea 
deplasărilor lui E, o structură de grup (grupul deplasărilor = subgrup al 
grupului izometric ). Acest grup admite subgrupurile: grupul rotațiilor de acelaş 
centru (ăeplasiri cu punct fix) și grupul translațiilor. 

13. Se dă hipercuadrica H: x; = 22 + 23. 

1) Să se găsească ecuația canonică. 

2) Să se găsească ecuaţia hiperplanului P tangent la H în A = (1, 1, 1, 1,4). 
Să se scrie ecuaţiile normalei la H în A. 

3) Să sc determine punctele din H în care normalele sînt paralele cu dreapta 


A xi +2 non ia] zii Xa — 1 Xa Xs 


4) Să se verifice că imaginea funcției f: H —R*, f(x, a, Xs, X4) = 


2 ; EA = SI e aE i aee 

s Sie Ri, LD =) p =V (at 0 t 42), este 
P p P ẹ ? 
semihipersfera S: x} -+ x3 + ar rit =, taO. 
in 
b 2 V2 2 

R: 1) s= ai > aci — ad — xi, unde “=> CE Xa, Xa = Xa+ 
Na o A E EN N: E E 

ZX Vp ay Yy = 7 Ag — =g Ma 


2) Pix + 4 = 2(x1 a Xa xa); Normala: y = | — 2t, Xe = I — 2t, 
xa = 1 — 24, x = 1 — 2t, y; = f, IER. 

3) Direcția normalei la H este dată de vectorul (22, 2x1, 2x4, 2X3, — i). 
Acest vector trebuie să fie paralel cu dreapta D, adică 


Do _ 2x1 _ 284 _ 2% anmi 
3 -32 —2 1 =i 
3 1 
Din Xi = —1, Rao A3 zu y=] iza 2 1%2 + 2%3%4 găsim punctul 
(-. 2, ORT =); 
d a 


CAPITOLUL 2 


GEOMETRIE ANALITICĂ ÎN E, 


§ 1. VECTORI LIBERI 


Fie E, spațiul geometriei elementare (spaţiu d punctual euclidian real tridi- 
mensional). 

1.1. Mulțimea segmentelor orientate din E; care au aceeași direcție, același 
sens și aceeaşi lungime se numește vector liber. 


Un vector liber se reprezintă grafic printr-unul dintre segmentele orientate 
care aparțin acestei mulțimi. 


3 g. Ed RD — —— 
Notaţii: &, b etc. sau AB, PQ etc. 
; . ie s a ra aa 
Lungimea unui vector AB sau d se notează prin ||AB|| sau [a]. 
Un vector de lungime unu se numește verso sau vector unitate, 


Vectorul care are lungimea zero se numește vector nul şi se notează cu 0. 

Vectorii care au aceeași direcție se numesc colimiari. Doi vectori coliniari 
care au sensuri opuse şi aceeaşi lungime se numesc vectori opuși. 

Doi vectori se numesc egali dacă au aceeași direcție, același sens și aceeași 
lungime. 


1.2. Mulțimea vectorilor liberi din E, este un spațiu vectorial real tri- 
dimensional în raport cu adunarea vectorilor (regula paralelogramului) și cu 
înmulțirea dintre un număr real și un vector. 

1.3. Fie {0; í, j, h} un reper cartezian în Ea (fig. 2.1). Fiecare vector & 
se exprimă în mod unic în forma â = r i + s] + tk, iar numerele (r,s, t) se 
numesc coordonatele euclidiene ale lui â. Lungimea lui ă este ||&)| = V72 Fs Fë. 

Fie d = (r Spt) şi b = (r2, S2, ta). Rezultă 


î+ D= (r1 + Te Si + Se, bi + bo), 
kå = (kri, ksi, kti), keR. 


Dacă A(x, Yp 21) Şi B(x, Yə, z2) sînt puncte date, 
atunci 


1.4. Numărul 9 


ci: col la] cos o, pentru î z 0 şi îz 6 % 
(8, b) = a e-s TE g >% 9 

0, pentru 4 = 0 sau/și b = 0, o z A 
unde o este unghiul dintre â și 5 (fig. 2.2) se numeşte pro- Fig. 22 | 


dusul scalar al vectorilor aid. 


În coordonate, (â, b) = Para + SiSa + bila. În acest caz unghiul dintre 
vectorii nenuli & şi poate fi găsit prin 


Yia + SSa + bla 


COS 9 = -c M 9E (0, T]. 
VA st AVE+ s+ 4 
pi Să 3, d 5 ; gs 
Fie b un vector nenul și. € = =i Numărul (d, 2) se numeşte mărimea 
| 


algebrică a proiecției lui îi pe direcţia orientată determinată de 5, 
1.5. Vectorul 


i 


a | Va) |d! sin pă, pentru 4 și b necoliniari 
i pentru Z şi Š coliniari, 
unde Z este un versor perpendicular pe a şi b şi cu sensul dat de regula miinii 
drepte pentru tripletul (ă, 5, E), iar ọ este unghiul dintre â și b, se nu- 
mește produsul vectorial dintre d şi b. 
Definiţia este echivalentă cu 
Ei 2 R 
a x > = | n Su dle 
[r2 Sa təl 


Aria paralelogramului ce se poate construi pe 
segmentele reprezentative ale lui d și d (fig. 2.3) este 
a x Žil. De asemenea, se satisface identitatea lui La- 
grange |ă x dz = Ip! 2 — (a „dz, Fig. 2.3 


1.6. Expresia ui c) 
identitatea a x (dx 2) = (a, 
XE) + bX(Exâ) + ex(d 
E; este o algebră Lie). 

1.7. Numărul (a, b XT) se numește produsul 
mixt al celor trei vectori. Modulul acestui număr 
reprezintă volumul paralelipipedului ce se poate 
construi pe segmentele reprezentative, cu origine 
comună, ale celor trei vectori (fig. 2.4). 

Dacă î = (n, Su h), b= (7z Sa k) şi T= 
= (73, sa, t3}, atunci definiţia este echivalentă cu 


VW 


e numește dublu produs vectorial. Se satisiace 
€) b — eu b) 2 şi identitatea lui Jacobi ă X (5 > 
xb) = 0 (mulţimea tuturor vectorilor liberi di 


ři Si f| 
(ă, bx E) = |t Sa tal” 
|73 Sa tl 


Se satisface identitatea lui Lagrange. 
(@, č) (@, d) | 
E, z) 6,51 
1.8. Baza vectorială fă, d, č} se numește orientată pozitiv (negativ) dacă 
(d, b XE) este pozitiv (negativ). 


(@xt, 2xd) = 


Exerciţii şi probleme 
. —_ > — 
1. Fie trapezul dreptunghic ABCD în care AD | BC, AD =b; AB = ĵĝ; 


> IT au N = marite 3 á 
ABC =" Să se descompună celelalte laturi şi diagonalele trapezului după 
direcțiile vectorilor $ şi ĝ. 

2} Se duce o paralelă A,B; la latura AB a unui triunghi ABC; Ase AC, 
Be BC și se construiesc cercurile care au ca diametre AB, și A,B (fig. 2.5). 
Să se arate că axa radicală a celor couă cercuri este înălțimea care trece 
prin cel de al treilea vîrf. 


. . .. —> y i s. D S$ s> 3 
3. Să se calculeze unghiul dintre vectorii m şi n ştiind că Z Lb, cLd, 


unde Z =m — îi, D= 2 + 3, T = ii, Fe 
R: Orioacnpiila ea vectorilor conduce la 2 |m]? + (m, ñ) — 3 |||? = 
— 3 lim]? + 8 (m, 1) + 3||âl|? = 0.  Adunînd obţinem pim 9 |jii]] cos a 


Găsim ọ = arc cos| + -= 


J53) 


24 Se dau punctele A BC prin vectorii lor de poziție Dă =t 7] 3 e = 2k 


OB = 2i + E E Th, DE = ere 1) -+ 2%. Să se arate că 1) Triunghiul 
AOB este dreptunghic, 2) Triunghiul BOC este isoscel. Se cer 3) perimetrul 
triunghiului ABC, 4) măsura unghiului BAC, 5) expresia analitică a ver- 
sorului bisectoarei unghiului BAC. 

5. În capătul de sus, B,al unui stîlp vertical, BD, este articulat un scripete 
mic peste care trece un fir. Capătul din A al firului este fixat de un suport, 
iar de celălalt capăt, trecînd peste scripetele mic C, este prins corpul de 
greutate P. Știind că a = 30° şi 9 = 45°, să se determine forța care va supune 
ja compresiune stîlpul de senine BD (fig. 2.6). 
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Soluţie. Compresiunea în stilp este dată de suma proiecţiilor verticale 
ale tensiunilor din firul trecut după yam B. 


Faţă de reperul cartezian {B; i, J j}, forța de compresiune, F = 
= —(P cos a + PcosB)j = -2 W3 JD]: IE -2 (V3 + V3). 
6. Ştiind că tensiunea în cablul AC este de 2100 N, să se determine 


tensiunile necesare în cablurile AB și AD astfel ca rezultanta lor în A să fie 
verticală (fig. 2.7,a,b). 


sy 
KA 
K 
H 
2 «p 
N KS 
PR 
| D 
>44] Z 
i 
B 
W 
À 
T 
A 3 
1 -— 
4 '2 


Fig. 2:7 


Solutie. Fie reperul cartezian {0 ; i, 3, k. Cunoscind direcţiile tensiunilor, 
-> — -> = T A. => = zay Ă 
putem scrie T; -2 (—153 —20 k), T= i (54 +43 — 20 k) = 100(55 + 
5 


+ 4] —20%), h= =2 -aTi + 47 —203). 
văii EE. pd ie Ts v17 
Punînd condiția ca rezultanta în A să fie verticală, obținem 500— Ti =0, 


3 2 
—>T 400 +— T; = 0. 
5 rY ti 3 
Rezultă Tı % 1083N, Taz 1375 N 


7. Fie forțele Fy Fa F, (fig. 2.8), avînd 
aceeași mărime, zi] = E) = fl = P. Så 
se găsească relația dintre lungimile îi; da, d 
astfel încît sistemul format din cele trei forțe 
să se reducă la o rezultantă unică. Să se deter- 
mine mărimea și direcţia rezultantei şi distanța 
de la originea 0 pînă la suportul rezultantei. 

Indicaţie. Torsorul în O este R = Pī == 7 + 


+ È); A = — Pli Da Es —- lk). Pentru a 4 
apărea o rezultantă unică este necesar ca momen- Fig. 2.8 


= 


PI ză R yg ; A 
tul minim, m = M —— să fie nul, adică /, + le + l = 0. Mărimea rezultan- 


| 
IRI] 
tei, IRI = V3 P, direcția sa fiind definită de cosa = cos 8 = cos y ii 
N3 
ELELE 
Distanța de la origine la suportul forței este d = o 
8. Se dau vectorii â = 7-22] —Q — Dă, = (3—97+7+3%. 


Se cere 
. -> a E că . 
1) valoarea lui A pentru care d și b sînt ortogonali. 
2) mărimea algebrică a proiecției vectorului d pe vectorul î + b pentru 


3) expresia analitică a Versorului ul ei a ie simultan pe â și d. 


9. Fie vectorii GA = = — 3k, TC = ETTER - 77, BC = 43 -== s7 -— SÈ. Se 
cere 
1) vectorul de poziţie al punctului B, respectiv C, 
2) lungimea înălțimii triunghiului ABC coborită din A, 
— 
3) expresia analitică a unui vector î din planul Oz astfel ca I.L BC şi 
= keam a 
ivil = [BC]. 
10. Se consideră trivnghiul ABC pentru care vectorii de poziție sînt 
— e — —> > —> — = a — 
DA =2i +63 + 7k, OB = =i i, OC =i +} + 2k. Se cer 
1) măsura unghiului ABC, 
2) perimetrul triunghiului ABC, 
3) aria triunghiului ABC, 
4) lungimea înălțimii BB’. 
A = 
— > -> 58 —> ) 
R: 1) cos (BA, BC) =, 2) ABI<—i 
v 138.29 i 


ERE ala - 1 re Ai ! 
+29 + 451, 3) aria (ABC) =3IABxAC, mii sd 638, 


11. Fie un solid rigid care se roteşte în jurul drep- 
tei D m e cu viteza unghiulară &. Să se 
determine vectorul viteză al punctului Mọ (3, 1, —5) 
din solid (fig. 2.9). 

Solutie. Vectorul viteză al punctului Mg este 
7 = 0 X Fo unde 70 este vectorul de poziție al 
punctului Mo, iar © = toi, îi fiind versorul direc- 
tiei dreptei D. 


„d 3 i DI A II Lw, Da 
2 = a a e — i —— ] +k, o= to 
lal v42 4+(- +2 3 3 3 
A 
+ LE 
3 Li 
alt J k Üy: as a = 179 
u = 3 2 —l1 2i, d =F lt + 167 + 5k), Ile! =o 
13 1 —5] 


12. În vîrfurile A, B, D, E, H, ale unei plăci hexagonale acționează 
forțe perpendiculare pe placă cu sensurile din figura 2.10. Se cunosc modulele 
forțelor Fa = 1N, Fa = 2N. Știind că latura hexagonului regulat este Z = 2, 
să se determine forțele aplicate în vîrfurile A, D, E astfel încît placa să rămînă 
în echilibru. 

Soluţie. Se atașează plăcii sistemul de axe Oxyz față de care virfurile 
hexagonului au coordonatele A(— 3. i 0), B(—2, 0,0), DU, —A3, 
E(0, —2V2, 0), H(—2, —242, 0). firea ca i a să stea în echilibru sînt 
necesare următoarele condiţii: forța rezultantă a sistemului să fie zero şi 
momentul rezultant al sistemului de forţe să fie zero. 


Fig. 2.10 Fig. 2.11 


= = -> — -a 
Prin urmare Fa + Fg + Fo + Es + Fa =0 şi 04 x F,+0BxE,+ 


A = > 


—- OD x E, + 0E x Fp + OH x Fg = 0. Aceste relaţii sînt echivalente 
cu (PJE 4E Jk= —B, T respectiv 
2 3 RI DI BHE Jj È 
j=3 —A3 öjt —z2 o oji v3 ojt 
lo o R| | 0 0o —i| lo 0 Fl 
¿7z äl Jkl. 
+o —2V2 0|+|—2 —24/2 0|=0. 
0 Fe! 0 0 Fa 


Rezultă sistemul F, + Fp + Fe = —1, —F, — Fp — 2F; = 4, 3Fa — 
— Fj = —2 a cărui soluție este F, = 0, Fp = 2, Fe = —3, sau F; =0, 
F, = (2N) k, Fp = (—3N) È. 

13. Trei cupluri acționează asupra unui paralelipiped avînd muchiile 


= = -> F 
0A =0C =a, OB =3a (fig. 2.11). Știind că |F| =2F, JE => 


IF! = 3F, să se determine mărimea şi direcția momentului cuplului rezultant. 
Soluţie. Expresiile analitice ale forțelor care formează cuplurile sînt 
F, = 2F7, F: =— R, F, = — = + -= Ă 
dau wa * fie 


127 


> FZ a e i Ee 
Momentele celor trei cupluri sînt Mı = DC x Fi = —2aFk, Me = BH Xx 
2 aF > > -> e 3aF > , 9aF > 
x Fa = — — j, M; = HBX F; =~ j + -= k. 
2 10 VO 
Cuplul rezultant are momentul M Ta M=aF [a + aF| a 
ho a We 
> o SD a a pi Er CAET EE A ; . 
— 2. cu ||M|| = aF — și direcția definită de cosinusurile directoare 
J0 f 
mT m> 
cosa = 0, cos 6 = $ ý PR Clt a 
| 5339, 
4 v10 | 4 10 


14. Să se calculeze aria paralelogramului construit pe segmentele repre- 
zentative, cu origine comună ale vectorilor 


>. — 

1) 7a = —sin vsin ui + sin v cos “j ; 

3 , os u 

Pa = COS V COS ui + cos sin uj + 

sin 7 
a 1 +cosv= , sinusinv=. 
EA a E 
cos” u cos? u 
= > COS Y = 
Pa = —SIn ut — tg uj + h, 


folosind identitatea lui Lagrange. 


15. Se dau vectorii d = P — ag + 37, 5 = ap — {+?, T= 3t], 
unde $, d, 7 sînt versori reciproc ortogonali. 

1) Să se găsească valoarea lui « astfel încît vectorii &, i, „€, să fie co- 
planari. 

2) Pentru a = 2, să se afle înălțimea paralelipipecului construit pe seg- 
mentele reprezentative ale „vectorilor 4 Z, b, t, înălțime corespunzătoare bazei 


> 


formate de vectorii d și 5. 


16. Să se calculeze lungimile diagonalelor și aria paralelogramului construit 
pe segmentele reprezentative, cu origine comună, ale vectorilor d, b, unde 


=> FS = i T 5 Zi pi a Di 
Taipa bmp e Ul ma, (e gheo 


n: , =2 43 —63—gi e Fu în, E = V 320 — 303; 


HBa = |244 — 22043; 2x58 = 13x3: lax2]= 
= 39, 
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17. Să se determine volumul paralelipipedului construit pe segmentele 
reprezentative ale vectorilor 4, b, ?, 

1) 2 =m— 2 +h, D=3M+ 55 —29, T= 2m + T — 39 

2) =m — 2 +$, b =3m+ 5i — 4p, È= 2m -+ T — 3p 
ştiind că a= 3, A= 72, 18 = L (i, p) = 


de vectorul 7% și planul determinat de vectorii îi și p are măsura T 


, iar unghiul format 


> 


R: 1) (â, b, 2) =0, prin urmare vectorii d, b, ? sînt coplanari, 


-> 


2) (3, È, £) = 22(ñ, 5, P) = 227] Bx ZI) cos 2 = 33V2 Il] I] sin (ăi, 


$) = 33. 
18. Fie triedrul (0; 2, b, €). Vectorii reciproci vectorilor â, b, € se defi- 
nesc prin 


= -> -> 
C FH cxa 
a Ppa ba, pa 


=> 


Xg) (d, bX?) R 


xb , 
â, bx?) 


Triedrul (0; â', b’, €') se numește triedrul reciproc. Să se arate că 
1) următoarele relații caracterizează complet vectorii reciproci 


(2, 2)=1 (î, î)=o (2, 2)=0 

(0, 2) =0 6, 5)=1 (6, 2) = 

(2, 2) =0 (E, 5) =0 (2, 2)=1, 
- = 1 

2 E KOY, 'x2"x(0'xa' = -y R 

) F )x( ))) CRET 


(â', xT) + (2, bx) + (2, 0x7) 82+ 4 02 


3) 2a laas“ = = 
2 + b24 7? 


= (8, x?) 
4) Să se verifice aceste relații pentru cazul numeric â = —24 +3 + 2k, 


(4, b'x0)+ 6, xT) +, T xh’) 


b = 51 — 37 +9k, T =97 + 4j + 2. 
19. Se dau vectorii = 24 + j — k,b = 37 +27 += =$ 2k. 
Se cere 
1) volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezentative, cu 
origine comună, ale vectorilor &, b, È; 
2) expresia analitică a vectorilor reciproci î”, b’, 7’; 
3) volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezentative ale 
vectorilor reciproci 2’, b', 2; 
4) să se arate că âx(bx2)z(âx9)x pentru vectorii dați mai sus. 


= = =- = = 1 -> = 
R: 1) (6. Î. 275 3 a = (53 — 63 — Ñ), P= (i +4} + 
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4) x(x?) =— +7 — 17k; (2 x) x XE = —23i — 137 + 4%. Cei 
doi vectori sînt egali dacă â]|e sau blä, bl. 

20. Să se arate că vectorii 2 = 27 +7, b =i + 3k, l = =p} — 
pot constitui o bază pentru V3. Să se scrie expresia analitică a AN AP 
d =2 + Fi + '& în această bază. 


21. Să se rezolve ecuaţia vectorială 2x(2xâ) = 8. 


Soluţie. Explicităm dublul produs vec- 
torial și < atunci ecuația devine A, î) = 


=x A + b. Se observă că vectorii 3 =, a, [A 
sînt coplanari, Dacă Z şi d sînt coliniari 
atunci ¥1| 2; dacă Z și $ sînt necolini- 
ari (fig. 2.12), atunci se caută o soluție de 


_ -> = . 
forma x = «4 + fb; această soluție 
trebuie să verifice ecuația vectorială, 


(aă + Bo) xia + 8%) XE] = 


sau 
ad. + pă d | =+, 
(a +85) (2, (xå + B82))| 
de unde 
dl—af(d, B) — 325%) + [agi + eE, Di =b. 


Egalitatea are sens dacă 


aBa, B) + B25â=0 agt? + (2, b) = 


Am obținut un sistem în gß și 6, unde 


_ 


(î, 5)? — 2252 3 0 deoarece î X b #0. Vectorul Z se mai poate scrie 


i = gaf? ; piii „DR „a E b) „ Rezultă 
x a «g p2 
mN aeta, DI 


$ 2. DREAPTA ŞI PLANUL 


2.1. Dreapta determinată de un punct Mo(%9, Yo, 29) şi de vectorul director 
â(, m, n), 


D: 7 =70+ fā, teR (ecuaţia vectorială), 
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D: x= x+ lt, y= yo + mi, z= 2z + nt, teR 


(ecuații parametrice), 


Convenţie: dacă un numitor este zero, atunci numărătorul corespunzător 
trebuie egalat cu zero. 


2.2. Dreapta determinată de două puncte M,(x,, Yo 2), t= 1,2, 


X— AX „Aaa | 2—Aa 
De aiia Tamet Te A Cl 
cc Me: = Ru: 
2.3. Unghiul dintre două drepte orientate Dı, Də, de vectori directori 4 
Pi = 
respectiv b, 


(ā, 5) 
cos ọ =-=, ọE[0, z]. 
alilia] 


2.4. Planul determinat de un punct Meo(%o, Ye; Zo) Și de un vector normal 
ña, b, c). 
P: a(x — xo) + bly — yo) + el — z= o0 
2.5. Ecuația generală a unui plan, 
ax + by +ee+d=0, ++ ezo. 
2.6. Planul determinat de trei puncte necoliniare M. ie 5p 3 t= L23, 
X g z 
pia n 2 


1 
|Ă2 Ya 22 


Í 
Í S5 0 
i 
t3 J3 23 i 
2.7. Planul determinat de un punct Mo(%0, Yo, Zo), şi de doi vectori ne- 
coliniari (În, mı, n) Și Ulla, nio, ne), 


P: 7 = 7, + r + sd (ecuația vectorială) 


8 
Il 


Xo + rh + sh 
Ps Y = Yo Pitt + Smia r, seR (ecuaţii parametrice), 
Z = Zo + Tny + Sho 


lă—%9 Y— yi Z— Zil 
P: A ma Ta 


Í 
| =0. 
la Mo na | 


2.8. Unghiul dintre două piane orientate P,, Pa cu vectorii normali 7, 
respectiv fi», 


(fa, 7o) 
[žal laal 


e [0, z]. 


j i 


cos 9 = 


131 


2.9. Dreapta ca intersecție de plane, 


nem ie der ia ai bi a|=2 
aX + bay + C22 + d= 0 
Vectorul (a 4- b7 + cik) X (azi + ba] + ck) dă direcția dreptei. 

Dacă 7, se R, 7? + sê 0, atunci 

r(ax + biy + az + d) + slax + boy + Cz + da) = 0 

este ecuația fasciculului de plane care trec prin dreapta considerată. 

2.10. Distanța de la un punct A la o dreaptă D ce trece prin Mọ și are 
direcția &, 

— a 
_ lia xal, 

ilal 

2.11. Distanța de la un punct M(X Yo 20) la planul P: ax + by + 

+ez+d=0, 


d(A; D) 


ea laxo + byo + Czo + d] A 
TET 


2.12. Unghiul dintre o dreaptă orientată de direcție Z și un plan orientat 
de normală îi, 


d(M,; P) 


(â, 2) | T =] 
D= aa pE aa Dope. arcadă Îi 
al] 2 2 


2.13. Pentru a determina ecuaţiile perpendicularei comune a două drepte 
D, şi Da de vectori directori d. respectiv d se poate proceda astfel: 

— se găsește direcția perpendicularei comune, îi = 81X», 

— se scrie ecuaţia unui plan P; ce trece prin D; și conţine pe îi, 

— se scrie ecuaţia unui plan P, ce trece prin Da și conține pe ñ. PN Pa 
este perpendiculara comună căutată. 

Distanța dintre dreptele Dı și Də este 


[Pa — 7, GuXâa| 


d(D,, Da == z3 
ta Sl |21 x az] 


Exerciţii şi probleme 


1, Se dau punctele A(3, —1, 3), B(5, 1, —1), C(0, 4, —3). Se cer 

1) ecuaţiile carteziene, parametrice și ecuația vectorială ale dreptelor AB, 
respectiv AC; 

2) măsura unghiului dintre aceste drepte; 


3) ecuația carteziană și ecuația vectorială ale planului care conține 
punctul C și este perpendicular pe dreapta AB; 


4) locul geometric al punctelor egal depărtate de punctele A și B; 
5) distanța dintre planele obținute la 3) și 4). 
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Soluție. 1) Conform cu § 2.2 obținem AB: ——=——=——— 


unde putem considera î = 7 + 3 — 2}. Ecuațiile parametrice sînt x = 3+ż, 
y=71+4i 2=372, te. Ecuația vectorială a dreptei AB este 
7 = 74 + tă, unde 7, este vectorul de poziţie : al punctului A; o altă formă 


pentru ecuația vectorială a unei ste este F XĒ =, unde b=7,xă; 


deci AB: 7x( + 7 — 28) = = Mea A 
—3 5 
ce AE 76 
— 6k) = —9 +97 + 12k. p 
2) Notäm Z =i + J — 2k, b = —3i + 5j — 6k. Conform cu $ 2.3 
STEPE 1: (—3) + 1-5 + (—2). (—6) =||; 
NIZ + F (—2)2V( 324 5 + (—6} 15 


ST 
15 

3) Vectorul director al dreptei AB este un vector coliniar cu normala 
planului căutat P. Conform cu 2.4 ecuația planului P este: 1(x — 0) + 
+ (y — 4) + (—2) (z+ 3) = 0 sau x+ y—2z—10=0. Ecuația vec- 
torială este P: (7, (i+ 7f — 2k)) = 10. 

4) Locul geometric este planul mediator Q al segmentului AB; Q: 
x+ y—2z—2=0. 

5) P || Q; fie M, un punct cunoscut al planului Q, Mo(1, 1, 0); 
d(P, 0) = d(M, P). Conform cu 2.11, 
LAERA S (—2): 0—10]_ 4 Ja 

vV 123 (—2f 3 

2. Se consideră punctele A(1, 3, 0), B(3, —2, 1), C(a, 1, —3), D(7, —2, 3). 
Să se determine « astfel încît punctele să fie coplanare; să se scrie ecuația 
carteziană a planului determinat de ele. Ce se poate spune despre acest plan? 


3. Să se scrie ecuaţia planului care trece prin punctul Mo(2, —1, 1) şi 
este perpendicular pe dreapta definită de planele P,: x + 2y + 224+2=0, 
Pa: x+y+z+1=0. 

R: Direcţia normalei la plan coincide cu direcția dreptei D, unde 

D: XA 2y + 224+2=0 
Lzryraz+1=0. 


Vectorul director al dreptei D este d =, X Ra = J — R. 


și deci ọ = arc cos 


d(M,, P) = 


P: y— z +2 = 0. Planul obținut este paralel cu Ox. 


4. Să se scrie ecuația planului care trece prin Mo (1, —1, 3) şi este paralel 
cu dreptele 


ASR ZE e = — E5 
De p 2z + 12 0, Del 2z=0 


x—3=0 2x — 5y + 3z— 1= 0., 
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5, Să se scrie ecuația planului care trece prin Mo(—l, 3, 3) şi conține 


dreapta D 
1) D: (irigat i 
2% — yd 3=0 
2). AA mi E apti E, 
1 0 2 
3) D: x= 142i y= —1 +t, 2=1 +43, teR: 
6. Se dau planele P: 2x — y—z—2=0, Q: x+2y+2z+1 i, 
R: x+ 7y + 7z + a= 0 şi punctul A(1, —2, 5). Se cer 
1) expresia analitică a versorului direcției dreptei D = P fQ. 
2) d(4, @), 
3) simetricul punctului A față de planul Q, 
4) simetricul punctului A față de dreapta D. 
5) Valoarea lui g astfel ca planele P, Q, R să se taie după o dreaptă. 
Solutie. 
3) Fie A' simetricul lui A față de planul Q. Pentru a găsi pe A’ scriem 
mai întîi dreapta ce trece prin A și este perpendiculară pe Q, 


D: x=1 +4 y=—2+2t z=5+2, te. 


Fie {A} =DN, A f 34, z) coordonatele lui A’ 


se găsesc observînd că punctul proiecție A, este mijlocul segmentului A.4”, 
Hry 1 —2+ya 34 5+zy 29 
Ra a — a n a 


9 2 9 2 9 


rezultă d 2, S) 


Astfel din 


4) Notăm cu A, simetricul punctului A față de dreapta D. Vom calcula 
mai întîi coordonatele proiecției ortogonale a punctului A pe dreapta D. 
Fie acest punct Ay; {4o} = DN Pu, unde P; este planul care conţine punctul 
A şi este perpendicular pe dreapta D (fig. 2.13) Ps: y — z + 7 = 0. Coordo- 
natele punctului proiecție Ag constituie ri i sistemului 2x — y — z — 2 = 9, 
x+2y+2z+1=0,y—z +7 


1 m zi 
Rezultă Ag (3 -2 , -i Punctul Ag fiind mijlocul segmentului AA, 
avem 
l-a 3 —2 + Wa, __ —39 
— E —? l E 
2 5 2 10 
ETTR: Y ( 1 29 6 
—3 dz —s —— — 
L o “hs 3 3 


Facem observația că simetricul unui punct 
față de un plan, respectiv simetricul unui punct 
față de o dreaptă, se determină cu ajutorul proiec- 
ției acelui punct pe plan, respectiv pe dreaptă. 
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7. Asupra unui cub avînd latura } = 5, ac- 
ționează un sistem alcătuit din forțele F, Fə, 
Fa, Fa și cuplul Cu, ca în figura 2.14. Știind că 
LE = E) = 120 N, E = [Fal] = 120VZ şi 
I|C,|| = 600 N, se cere: 

1) să se reducă sistemul dat în punctul A, 

2) să se arate cu ce este echivalent sistemul, 

3) să se scrie ecuațiile axei centrale. 

Soluţie. 1) Faţă de reperul cartezian {0: EA 
3, E, cele patru forțe au expresiile analitice, Fig. 2.14. 
F,=120ž, Fi= 120%, F= 1207 + 1207, 

F, = 1207 — 1207. Vestoriil rezultant, R = 240 + R). 

Aplicînd relația de c:finiție a momentului forței față de punct, pentru 

fiecare din cele patru fcrțe se obţine, 


Ma = 0; Ma=AGXFPa=|—5 5 0 |=600(6 +93); 
0 0 12 | 


— — = - — — — = 
Ma, = AOX F, = —600 k; Ma, = AExF, = 600(t + 7). 
Momentul cuplului fiind Me, = — 600 7, prin însumare se obține momentul 
ok, = -> = 
rezultant M, = 600(2i + j — k). 


2) Deoarece momentul rezultant M, nu este perpendicular pe rezultanta R, 
sistemul se reduce la un tersor veritabil. 


— -> => 
3) Se face trecerea în originea O. Se aplică relația Mo = MA, +O0AX 


xR= 600(2î — 7 — $). Ecuațiile axei centrale sînt y = = %—z = 


Ea este situată în planul y = = și înclinată cu 45° față de planul xOy. 


x+2_y—1l_z+1 
2 i 
şi planul P: 2x — y + 2z -+ 3 = 0. Se cer 


8. Se dau dreapta D: 


1) mărimea unghiului dintre dreaptă şi plan, 

2) ecuația planului Q care e perpendicular pe dreapta D și care conține 
punctul DNQ, 

3) punctele dreptei D care se află la distanța de două unități față de 
planul P. 

9. În spațiul fizic tridimensional considerăm o sursă de lumină și o oglindă 
plană. Modelăm acest spațiu prin spaţiul punctual euclidian real R’. Presu- 
punînd că, față de reperul canonic din R°, planul oglinzii este P: x + y+ z = 1, 
iar direcția unei raze de lumină ce cade pe P este dată de vectorul (1, —1, 1), 
să se afle: 

1) punctul de incidență dintre raza de lumină şi oglindă, 

2) unghiul de incidență, 
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[j 


3) ecuațiile dreptei ce reprezintă raza reflectată, 
4) punctul în care raza reflectată întîlnește un ecran situat în planul ce 
trece prin O și este paralel cu axele Ox și Oy. 


10. Se dau dreptele Dif e (ge ES e a 
2x 4+-y—224+5=0 —5 2 
DE da dă, 


şi punctul Mo(—3, 4, 0). Se cer 


1) ecuația planului P determinat de Mọ și D», 

2) distanța de la M, la De, 

3) unghiul dintre dreptele D; și Də, 

4) ecuaţiile dreptei D care trece prin Mọ şi se sprijină pe D; şi Da. 


11. Să se scrie ecuația planului determinat de dreptele 


1) Di: 9x — 2y + 3z2—16=0 şi Da: cl: dr 7 RR, de 
5x—2y+z—6=0 2 3 —4 
2) Di: ei A ua şi Da Pi tă i 
3 —Í1 2 3 —1 2 


Să se calculeze distanța dintre dreptele D, şi Də. 
Soluţie. 1) Stabilim expresia analitică a vectorului director a, al dreptei Di; 


-> = >: 


Z= R X=] 9 —2 3l=49 +67 — 8h. 
$ = f 


Se constată că Z, = 222, deci dreptele D, și D sînt paralele (fig. 2.15). 
Vectorul normal la planul P determi- 
—P 
nat de aceste drepte este și = aX MaM, 
unde Me D, m(o, -> $ s); Me Da, 
M(1, —1, 5). Găsim Ë = 2(¢ + 27 + 2%). 
Ecuația carteziană implicită a planu- 
lui P este x + 2y + 2z —9=0. 
2) Dıl| Da, illz = 35 — 7 +12, P: x— 17y — 10z — 34 = 0, 


Fig. 2.15, 


d(M,, Da) = | ~> 


— 1 —§_ %53 
i a EA m la, pi edna 
d 3 1 7 e 1 
x—1i y+i z x—2 y z241 
2) Di: adti Jy Scene e; 
je 3 1 p 2 ı 


Să se calculeze mărimea unghiului celor două drepte și să se stabilească 
poziția relativă a dreptelor. Să se scrie ecuațiile perpendicularei comune 
celor două drepte. 
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Soluţie. 1) Elemente cunoscute M,(7.)e Dı, Mi(2, —1, 0), 1 = (—1, 3, 1), 
1 


a 3 5 
M(ř2)e Da, M(—1, 8,3), ã= (7, —3, 1); coso = — =. 
zl 2) 2 2 ) ( ) 9 4549 
Pentru a decide poziția relativă calculăm distanța dintre drepte, conform 
cu 2.13, 


—3 9 3 
—] 3 1 
d(D,, pya | Pe Fa Beta)! = v m3 1 


|âxâz]| Over: 
Deoarece d = 0, rezultă că dreptele sînt concurente. 
2) Mı(1, —1, 0), d, = (2,3, 1); Ma(2,0, —1); a =(2, 2, 1). 
d 7 sau (ĉi ba) + (â2, bı) = —3 0. Deci dreptele sînt oarecare. Con- 


form cu 2.13 ecuaţiile perpendicularei comune sînt date de intersecţia pla- 
nelor P, ȘI Pa, 


iertarea -_ -> 
| (MM, AXT) = 0 
mory NR -> 
(M:M, dx) = 0; 
— -> -> - d, Sa =: Li _ 
MM = 7 —7u = (x — Di + (y + 1) j+zk, n = du Xa =i — 2k etc. 
Obţinem 
6x — 5y + 3z — 11 =0 
4x — 5y + 2z — 6 = 0. 


13. Fie punctul A, (—2, 0, 1), dreapta Dı: i 3 E a PE mA 


planul P: 11x + 6y — z + 2 = 0. Să se scrie ecuațiile dreptei Da care trece 
prin Áo, intersectează dreapta D, şi este paralelă cu planul P. 


14. Să se scrie ecuația carteziană a planului care trece prin dreapta 
D): | Ap ta și este echidistant față de punctele A(3, —5, 4), 


x+y—3z+1=0 
B(—5, 1, 0). 


R: Mo(—1, —2, 2), Me P, P: 15x—9y+112—25=0, 
15. Fie dreapta Dias și punctul A(—1, —1, 2}. 


Se cer 

1) ecuaţia carteziană și vectorială a planului determinat de D şi A; 

2) distanța de la punctul A la dreapta D; 

3) coordonatele simetricului punctului A față de dreapta D. 

R: 1) P:x— 5y + 3z — 10 =0, (7, @ — 5} + 3%) = 10, 2) d = v10, 
3) A’ (5, —1, 0). 

16. Să se studieze poziția relativă a planelor P: x + y — 2z = 3, Q: x — 
— y— z= — l, R: 3x4 3y — őz = 5. 

R: Studiul poziției celor trei plane revine la studiul sistemului format de 
ecuaţiile celor trei plane; rangul matricei sistemului este doi și determinantul 
„caracteristic corespunzător este nenul. Conform teoremei lui Rouché sistemul 


137 


este incompatibil, deci cele trei plane nu au nici un punct în comun. Se observă 
că planele P și R sînt paralele; aceste plane determină pe Q două drepte 
paralele. 

17. Fie planul P: 3x + y — z — 9 = 0 și punctul A(4,7, —1). Se cer 

1) distanța de la punctul A la planul P, 

2) coordonatele simetricului punctului A față de plan. 

Să se stabilească coordonatele a două puncte din plan și să se verifice 
teorema celor trei perpendiculare sau o consecință a acesteia. 

R: 1) d(4, P)=—vIl; 2) 4'(—2, 5, 1), 3) Fie Mı (3,1, 1), Mz(0,8, —1) 
puncte ale planului P. Fie Ag proiecția punctului A pe planul P, A9(1,6,0). 
Va trebui să găsim coordonatele punctului B astfel ca AB L MM: și apoi 
să arătăm că AB|M,Me. Ortogonalitatea dreptelor va fi dovedită prin 
ortogonalitatea vectorilor. Fie î = (7, m, n) vectorul director al dreptei AB. 
Din condițiile AyBeP, A9BLM,M, obținem sistemul -+ m — n = 0, 


3l — Tm + 2n = 0. Parametrii directori ai lui ọ vor fi Temet, Obti- 
5 =t 

nem B( e E mul ` 
62 62 3i 


18. Se dau punctele Meo(1, 0, 1), A(0,2, 1), B(—2,0, 1) şi planul P: x — 
— y + 2z = 0. Se cere 

1) proiecția Mẹ a punctului M pe planul P; 

2) proiecția Mo a punctului Mo pe dreapta AB, 

3) să se verifice că dreapta MoM este perpendiculară pe dreapta AB 
şi să se determine poziția dreptei AB față de planul P. 

4) M(x, y, 2) fiind un punct arbitrar în planul P, să se exprime distanța 
MM şi să se afle coordonatele lui M, astfel ca această distanță să fie minimă. 

1 3 


R: 1) Mo Z — 2) ; 2) Mf- LA - i); 3) Dreapta AB este conți- 
2 2 2 A: 
nută în planul P; 4) Notăm d= ZM: d = (x — A + La + (z— 1}. 
Deoarece Me P, avem d(x, y) = (x — 12 + 32 Hr — i). Din siste- 


mu să =, aa = 0 obținem punctul critic s= y = E + Deoarece (x, v)— 


Ex Ey 
1 1 : 
— d(x, y) este convexă, punctul ma ză o) este un punct de minim 


global. Deci distanța minimă este atinsă pentru M = Mọ. 
19. Fie planele P4: x — 3y + z — 1 = 0, P2: x + 2y — 2 = 0. Să se scrie 
ecuația carteziană a simetricului lui P, față de Pe. 
R: Planul căutat P; face parte din fasciculul determinat de P, şi P3; 
P: 3x+y+z—-3=0. 
1 y z+ I 


20. Se dau planul P: x — y+2z — 3 = 0, dreapta Die i 


şi punctul O’ (3, —2, 4). 
1) Să se determine ecuația simetricului planului P în raport cu punctul O’. 
2) Să se determine ecuaţiile simetricei drepte D în raport cu punctul O’. 


Ri D 4 4+25—75= 0; ae 


138 


21. Să se determine ecuaţiile simetricei drepte D în raport cu dreapta D4; 


p EL e d is lee bee E E 
2 =i 4 t = 3 
R: Tæ} 15 7y% +16 _ Ta 
l 2 RE: 20 


22. Se consideră planul P:3x — 2y + z — 4 = 0 şi dreapta D: z> 
y+i 2—2 
3 5 
1) ecuațiile proiecției ortogonale a dreptei D pe planul P, 
2) ecuațiile dreptei simetrice dreptei D față de planul P. 

34 — 2y + k 4 = 0, 


E 1) pe ; 2) Considerăm punctele A.(1, —1, 2), 
) A a ) P e 1( ) 


Se cer 


axo, mă s, — 3] situate pe dreapta D. Calculăm simetricele acestor puncte 


d 


față de planul P; găsim A, marti pila n , respectiv A R EA 
l 7 7 4 14 14 
4 a T j Ta — 11 

— — |; Dreapta căutată este Aj A de ecuaţii tae ia NE di a 
7 1 —31 —30 


y— i _ yý sp2 
4 i =i 
— 7 = 0, Q:3y—z + 1 = 0 şi punctul Mo(2, 0, —3). Se cer 
1) distanța de la dreapta D; la planul P, 
2) planul care trece prin D; şi este paralel cu Da = P NQ, 
3) dreapta care trece prin Meo și se sprijină pe D, şi Da. 


R: 1) (&,, 2) = 0 = DP; d(Dı, P) = d(M, P) = Taz 


. Planul cerut R face parte din fasci- 


23. Se dau dreapta D;: 


, planele P: 2x — 5y4+-32 — 


, 2) Dreapta D; se 
x—4y—1=0 
Aa 2=0 
culul x + (—4 +A) y riza — 1 += 0; Za = (—2, 1,3) (îi, 22) = 0, A= 
pa R:2x — 5y + 3z + 4=0; 3) Da: a o a ii mo 

2 j 2x —5y+3z— 7+ u(3y—24+ 1)=0 
x — 3y + z4+1=0 
x+ 2y— 2 =0 

24. Se dau planele P: 4x — y — 2z — 11 = 0, Q: x — 2y + 3z— 8 =0, 
R:x+2y+z—2=0. 

1) Să se calculeze unghiurile dintre plane. 

2) Să se stabilească punctul comun al planelor. 

3) Să se scrie ecuațiile dreptei D de direcție (—1, 1, 2) care se sprijină 
pe dreptele D, = PNQ, Da = PAR. 

R: 1) Planele sînt ortogonale, 2) Mo(3, —1, 1), 3) p:f 


mai poate scrie Di 


A şi use determină din condiția Moe D3; A=1, y=3.D;: | 


4 —yA 25 =0 
Tx+5y+2 — 17 =0, 
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$ 3. SCHIMBĂRI ȘI REPERE CARTEZIENE 


3.1. Izometriile de bază sînt: rotația, simetria în raport cu un plan, simetria 


în raport cu un punct şi translatia. 


Rotaţiile și simetriile se mai numesc și transformări ortogonale. Ele sînt 
aplicaţii liniare date prin matrici ortogonale. 


Orice izometrie este de forma 7 = 
o transformare ortogonală. 


te o, unde t este o translație iar o este 


3.2. Fie ș Er izomeirie care mută reperul & = {0; 7,7,k) în repe- 


rul &' = (0'; 
baza (7, 
contrar. 


ng’, k'}. Izometria 1 se numește pozitivă (deplasare) dacă 
7, în este orientată pozitiv şi negativă (antideplasare) în caz 


Principalele izometrii pozitive sînt otațiile și translațiile, iar principalele 
izometrii negative sînt simetria în raporti cu un plan şi simetria în raport cu 


un punct. 


3.3. Schimbarea reperului printr-o transformare ortogonală o (fig. 2.16), 


O' =0(0) = 0, 
y =a 
k' =0(k) = 
unde 
âi 
A =|aa 
431 


este o matrice ortogonală, adică A*A = 
În coordonate, 


x X 
si AYP 
z g 


i ' =o(i} = ani + anj - + aah 
mai == anj T + azh 
asi + da3 j + dp 


äi 3 

(22 Q23 

a32 (33, 
I. 
x xX 
y'|='A]| y 
z z 


Această izometrie este pozitivă dacă det A = + 1 (rotație) şi negativă 


dacă det A = — 1 (rotaţie și simetrie). 


3.4. Schimbarea reperului printr-o translație + (fig. 2.17) 0' = 40), r= 


=4î)=7, 7 =)=}, F = 
x= x +a, 
unde Ọ'(a, b, c). 


(x,y,z) 
Miz) 


Xt 


Fig. 2.16. 
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UR) = È sau în coordonate 
y=y +3, 


z= +6, 


(x,y,z) 
M (x,y,z) 


Fig. 2.17, 


3.5. Schimbarea generală ș = /o0 


0' = (tə 0) (0) = 40), î' = to) =o), ji="40(3)) = ol), 
k' = Wo(k)) = 


sau în coordonate 


x—a x' x x—a 
y—bj|=sAj yp |y|=Ajy—bf 
z—c g z’ z—c 


3.6. În particular putem vorbi despre 
izometrii în plan. Din acestea reținem roto- 
iranslațiile care sînt caracterizate prin 
(fig. 2.18) 

x = x' cos 8 — y’ sin 0 + a 
y = %' sin 0 + v’ cos 0 + b 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie hexagonul regulat ABCDEF care raportat la sistemul +Cy are 
vîrfurile B și E pe axa Cy, respectiv Cy (fig. 2.19). Se consideră un alt sistem 
x'Fy orientat pozitiv, axa absciselor fiind FA. 


1) Să se stabilească formulele de trecere de la xCy la x'Fy. 
2) Să se găsească coordonatele vîrfurilor C și E față de x'Fy'. 


3) Să se determine distanța de la punctul x = — 2, y = 1 la punctul 
x = 2, y =l 
Solutie. 1) Izometria se compune dintr-o translație în F(— 2, — 243) 


: ; ; 2 y 
și o rotație de unghi 0 = T z; conform cu 3.6 scriem 


L y 


V3 p 5 
Piá ZI — A 


= — 
3 Ș 1 = 
Pag ră y’ — 3. 
2) Coordonatele punctului C față de noul 
sistem sînt date de 


1 , V3 [i 3 Lă 
A remi =a —2, 0 = — 
i a NA, 
Obţinem C(2, — 2V3). Analog E(— 1, —V3). Fig. 2.19. 
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3) Fie punctul M 1 (— 2,1) raportat la sistemul xCy și Ma (— 2,1) raportat 
la noul sistem x'Fy'. Vom stabili coordonatele lui M 2 faţă de sistemul vechi. 


i E N3 V3 -5 
x=—-5 Í 2) (4 —a, y 2) 0023, 
Obţinem m|- eia, -4 — v3) 75 = Vai + 8V3. 


2. Fie sistemul de coordonate Oxyz şi un alt sistem 0'x'y'2 situat față 
de cel inițial ca în figura 2.20. 

1) Să se determine transformarea care face trecerea de la sistemul Oxyz 
la sistemul O'x'y'z’, știind că O' se depărtează de O de-a lungul lui Ox, recti- 
liniu şi ar ni cu viteza v. 

2) Să se arate că ecuaţiile lui Newton privitoare la dinamica punctului 


CP au ; E 
z sînt invariante față de trans- 


material, x = m 


formarea de mai sus. 

R. 1) x! =x — vt, y'= y, 2 =z (grupul de transformări al lui Galilet 
din cinematica clasică). Pentru stabilirea lor s-a lucrat cu sisteme inerțiale, 
adică cu sisteme care se mișcă rectiliniu și uniform și nu sînt acţionate de 
forţe, sau sînt acţionate de. forţe care sînt în echilibru. 


Fig. 2.20. 


3. Fie sistemul xOy şi fie punctele O, A (2,0). B (2,2), C (0,2) vîrturile 
unui pătrat. Fie izometria 4 cu proprietatea t (0.4 BC) = 0, A’ B' C', unde 
coordonatele noii origini O, sînt (3, — 1) şi noua axă a ordonatelor OC” 


P : : i 3 
face cu vechea axă a absciselor un unghi ascuțit a pentru care tg« = 


(fig. 2.21). Se cer 
1) coordonatele vîrfurilor pătratului OyA4'B'C' față de sistemul xOy, 
2) să se determine punctul fix al izometriei. 


Soluţie. 1) pg de rotație este 0 = = + a; sin 6= —cosa = a) 
5 
cos 0 = sin a = —. Sistemul +'0yy” se obține din sistemul xOy printr-o 
5 
rototranslație caracterizată de formulele x = Ž x + Å y +3, y 2 + 


3 v 
e me da 
5 
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Față de noul sistem 4'0yy virfurile O, A’, B', C' au aceleaşi coordonate 
ca vîrfurile O, A, B, C faţă de vechiul sistem xOy. Coor i ga punctului A’ 


4 
față de sistemul xOy le găsim din relaţiile x = A, 2 +$ — 0+3, y =— T" 
Å. 
2 
-2 Ils ji 1; A A, sali „ Analog B' zA EN E aud EA 9 

3 5 5 5 5 J 5 

2) În formulele de transformare luăm + = s’, y = y’. Obţinem punctul Mg 
ale cărui coordonate sînt x => j= -5 față de ambele sisteme. 


4. În sistemul triortogonal Oxyz fie cubul de latură unitate cu unul din 
vîrfuri în origine. Considerăm noua origine cu vîrful în B (0, 1, 0), iar noua axă a 
absciselor are direcția A'B (fig. 2.22). Axa ordo- 
natelor By’ aparține planului xOy și face un unghi 
obtuz cu Oy. Axa Bz’ completează triedrul tri- 
dreptunghic orientat pozitiv. 

1) Se cer formulele care caracterizează această 
izometrie. 

2) Dîndu-se AMM, Ms, unde M (— 1, 1,3), 
Ma (— 3,0, 1), Ma (9, 3, î), să se calculeze co- 
ordonatele vîrfurilor triunghiului transformat 
MMM; prin izometria de mai sus, precum și 
lungimile laturilor și măsura unghiurilor. 


: TE EE II: I # 
Solujie. 1) A'B=— t+ — k, Y = — -=t H 
V3 
+07 unde d tpl — Lat -L.B=0 (deoarece (7,7) =0). 
Vă 45 ri 
. => KF 

dițiile din enunţ conduc la expresia analitică a versorului y= E 
—12 3. Întrucât k =x], Ri UFA 

z fi aie Ja” 


Izometria se compune dintr-o translație și o rotație ale cărei formule sînt 


TATI Aba 


RR —— y" mA 
v3 2.“ aS 
1 y7 JT E y J7 j 
y=] tar m AZ z= x a. 
a 3 r” TWI v3 XE 


TA 
2) Ținînd seama de corespondențele My Mi, Mao Mg, Mae Mg și de for- 


4 == 
mulele de mai sus găsim in af -2 = 73). mfy F' z) My 
N2 N 


4 ——— — 
— v73, Fi) MM] = MM = 3 etc ... X MMM = X MMM = 
se ete. ... 
2 
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5. Fie sistemul triortogonal Oxyz față de care considerăm punctele 
A (3, 0,0) B8(0,2,0), C(0,0,6). Construim sistemul rotit 0x'y'z astfel: 
Oz' are direcția și sensul înălțimii 00” a tetraedrului OA BC; Oy este paralelă 
cu O'A’, unde A’ este piciorul înălțimii dusă din A în triunghiul ABC, iar 
axa Ox’ este astfel aleasă încît sistemul Ox'y'2' să fie orientat pozitiv. 

1) Se cere matricea rotației. 

2) Să se determine direcţia invariantă (subspaţiul propriu real unidimen- 
sional) și planul invariant față de această rotaţie. 

Solupie: 1) Se ştie din geometria elementară că ortocentrul O’ al feței ABC 
coincide cu proiecția punctului O pe această față a tetraedrului. Coordonatele 


punctului O’ sînt = , 3 i Versorul axei O7’ îl notăm cu F': versorul 


direcției O'A’ va fi 7, iar i =— 7 XR; II k, 7 = 
t J J 107 i J 
5 > 3 = 1 > 2 > 3 = 1 > 
= ——— i e 7 +- k; k' =- i +- +- k 
(35 1 a TA Vi Îi” "fi 
Matricea de trecere este 
I ò A a] 
435 v14 
ial aE 3 2 
j 10 435 VIA 


Noua bază (î”, 7', &!) fiind orientată pozitiv urmează că matricea A este 
ortogonală şi det A = + 1. 
2) Formulele de transformare se scriu concis 
X= AX’ sau X' = AX, mde X= fzx, y,2], X = [ya]. 


Fie X = X’ și deci X = AX, X = AX. Rezultă (A — *A) X = 0. Această 
relație matriceală conduce la sistemul liniar și omogen 


eiat 7a) aai 
(7375) (a a): 


3 2 le 1 3 
( 10 ia) > (z Fa) 
al cărui determinat este nul prin urmare sistemul admite și soluții diferite 
de cea banală. N “5 mă: 
Soluţia sistemului este x= (2035 — 15V14), y= 1(10V14 + 2110), 
z = t (WTO + 10435), te. 
Există deci o direcție invariantă la rotația de axe de mai sus. Aceasta 
este axa de rotaţie ale cărei ecuații carteziene sînt 


(- 557) 


=0 


ta 


pi y 2 


2435 — i5414 10414- 2110 7410+ 10V35 
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Planul invariant (real) este asociat valorilor proprii complexe conjugate 
ale complexificatei rotației. Fiind complementul ortogonal al axei de rotaţie, 
acest plan are ecuaţia 


(2V35 — 15V14) x + (10VTA + 21V10) y + (7N10 + 10V33)z=0. 
6. Se dau planul P:x+y+4+324+5=—0 şi dreapta D: E = 


—1 —2 

1) Să se determine ecuația planului Q, simetricul lui P față de dreapta D. 

2) Să se expliciteze izometria i(P) = Q. 

Soluție. Considerăm trei puncte cunoscute în planul P; fie M, (— 5, 0, 0), 
Ma (0, —5, 0), Ma(—1, —1, —1). Stabilim coordonatele simetricelor 
acestor puncte față de dreapta D. Găsim M; (3 ză =l MA LM 

Z% 3 3 3 3 
—8 


, =). Aceste puncte determină unic planul Q, 


—4 5 „[ 8 
z} respectiv mfi» 
a cărui ecuație este 3x — y — z — 9 = 0. 
2) Conform cu 3.5 izometria este caracterizată de ecuațiile 
x = 4 + an% + ay’ + t? 
y = b + aax’ + azy" + azz" 
= c 4 aax’ F aay + a33 
Întrucît Mi este transformatul lui M, prin izometria i, rezultă sistemul 


13 an — 4 t + 16 &i = — 15 — 34, Sau + äi — 4 ag = — 3 4, 8 au — 
— 8 a2 + 5 ag = — 3 — 3 4, a cărui soluție este aia sa 1, 
i ) Fa din t (M) = M; obţinem aa = b = 3, 22 =, 
ai Esi în Ni e ai $, me -= L un =. 


Din condiția de ortogonalitate a matricei A deducem a = b + 4, c= 
= 3b + 11. 

7. Fie reperul carka (0,3, 3, k} care prin rotație 7 este transformat în 
reperul cartezian {0; 7’, 3”, & ). Se aleg ca parametri ce caracterizează această 


rotație unghiurile lui Euler 4, 9, o din figura 2.23. Planele (O; T, pj şi (O; ?, 7 A. 
se intersectează după o dreaptă a cărei direcție este dată de versorul său 


director îi. 

Fie următoarele rotații particulare: 
r rotația de unghi vi în jurul axei de direcţie Å, n(0O; 
i, 7, R) = (0; ù, Ù, È); ra rotația de unghi O în jurul 
axei de direcție î,7(0; ù, 7, k) = (0; ù, È, R’); 
a rotația de unghi e în jurul axei de direcție F&', 
Ya (0; ù, ©, k’) = (0:7 Ai 

Să se scrie matricea M,, t = 1,2, 3 atașată res- 
pectiv rotația 7, 1 = 1,2,3 şi să se arate că rotația Fig. 2.23, 
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totală 7 se descompune în cele trei rotații particulare, adică 7 = 730 720 7, 
iar matricea M atașată lui y este M = M; - M - M; 


cos —siny 0 1 0 0 
R: M, =|siny cos} 0|, M: =ļ|0 cost —sin 9 
0 0 1 0 sin cos $ 
coso —sino 0 
M, = | sin e coso 0 
0 0 1 


§ 4. CONICE 


Fie E, un spațiu punctual euclidian real bidimensional raportat la un 
reper cartezian {0; t, f}. 

4.1. Fie g: E — R formă pătratică afină definită prin 

g (2, Y) = anx? + 2axy + aay” + 2a% + Zay + dop: 
Multimea de nivel constant zero, 
= g*(0) = {(x, y)| (x, y)eR?”, g(x, y) = 0} 

se numește comică sau curbă algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
T: glz u=0. 

4.2. Utilizînd roto-translația care realizează trecerea de la reperul carte- 
zian {0; 4, J} la un reper cartezian adecvat orientat pozitiv (numit reper 
canonic sau natural) față de care ecuaţia g(x, y) = 0 să aibă forma cea mai 


simplă posibilă (numită ecuație redusă sau canonică) rezultă că T este echi- 
valentă cu una dintre următoarele mulțimi: 


Cerc Elipsă Hiperbolă 


2 2 
De pată Xa Xe 0 ge 2 
x =f £ A ap 
+y o2 bé Pe rc. 1 
Parabola Pereche da drepte concurenie Pereche de drepte paralele 
e za 
( xN 
PN 
y? ai 2px x y? =0 
a be EA gts 0 
Multimea vida $ 
Pereche de drepte confundat Punci Z Y 40 
ereche de drepie confundate unc i 27 
sau 
e z a?=0 
2 2 
Up AE tis! 
Sa 
Se ai a? b? 
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4.3. Faţă de roto-translaţii ecuaţia g (x, y) = 0 posedă următorii invarianți 


du A], 
A=laa az dal, = : I = au + az. 


i2 A22 


Cu ajutorul acestora se poate preciza curba I. 


A | Natura conicei è | Genul conicei 
A = 0| degenerată <0 | hiperbolic 
A Æ 0| nedegenerată 3=0 | parabolic 


3>0 | eliptic 


4.4. Centrul unei conice: 


1 
Fel Y) = au + apy + än = 0. 
1 


g(x, y) = ax + azy + a% = 0. 


Determinantul acestui sistem liniar este 3. 


4.5. Pentru stabilirea ecuaţiei canonice se poate proceda în modul următor. 
(i) Dacă a = 0, atunci se face o translație. 

(ii) Dacă da» # 0, atunci se face mai întîi o rotație. 

(varianta 1) Se face rotația x=—x'cos0—vy'sin0, y= x sin 0 + 


li 


+ w cos 6, unde este unghiul determinat de ecuația (au — a22) sin 20 = 
= Zap cos 20, de [0, x). 

(varianta 2) Se determină valorile proprii ^, ħ şi vectorii proprii 
ortonormaţi 4, čz ai matricei simetrice 


siel 
i2 aa 
atașată formei pătratice 4%? + 2 axy + da2y2. Se notează cu R matricea 
formată cu coordonatele vectorilor 4, ĉa așezate pe coloane; avînd în vedere 


posibilitatea înlocuirii unuia dintre versorii 1, 22 prin opusul său sau posi- 
bilitatea renumerotării valorilor proprii, putem presupune det R = + 1. 


z 


reduce forma pătratică la forma diagonală M%’”-++ry'?. Versorii proprii 21, Ea 
dau distanțele noilor axe. 
După aceea, dacă este cazul, se face o translație. 


4.6. Ecuația polarei lui Mo (xo, Yo) în raport cu T este 
Anxo + M(2yo + Voy) I a22y90 + Alx + 20) + (Y + Yo) H doo = 0. 


În particular această ecuație dă tangenta într-un punct (0, yo)eT. 
4.7. Ecuația diametrului conjugat cu direcția (7, m): 


lg, (x, y) + mg,(x, y) = 0. 
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4.8. Ecuația care determină direcţiile axelor, 
(au — a22) Im + a(m? — E) = 0. 
4.9. Ecuația care determină direcțiile asimptotice este 
aul? + 2âsolm + agm? = 0, 
iar ecuația unei asimptote este 
IBa(%, y) + mgy(x, y) = 0. 


4.10. Cazul cînd I reprezintă un cerc (a12 = 0, du = da # 0) îl presu- 
punem cunoscut și nu va mai fi discutat în cele ce urmează. 


Exerciţii şi probleme 


1. Se dă conica T: x? — 4xy + 4y? — 6x + 2y + 1=0. 
1) Să se determine natura și genul. 
2) Să se construiască conica, 
3) Să se reducă la forma canonică. 
Același enunț pentru conicele T.: ud — 24xy + 9y? — 38x — 34y + 
+11=0 și Ta: y — 3x + 2y +7= 


Soluție. Calculăm invarianții conicei 


| | 
A=|—2 4 1|=—25; ĝa E e. 
= SE g 


Întrucît A # 0, 3 = 0 conica este o parabolă. 
Altă metodă. Matricea formei pătratice x? — 4xy + 412 este 


1 —2 

—2 4 
Ecuația caracteristică a acestei matrice 
1—A —2 

—2 4—A 


Ai se 0, ha s= 5. 

Întrucît produsul ħħ este nul, conica este de gen parabolic. 

2) Pentru construcție stabilim ecuația axei parabolei, coordonatele vîr- 
fului, ecuația tangentei în vîrf şi punctele de intersecție ale parabolei cu 
axele de coordonate. 

Se știe că ecuația axei parabolei este an g(x, y) + @ g(x, y)=0 
(sau a2 g(x, 9) a 22 g(x, y) = 0, adică (2x — 4y — 6) + (—2) (—4x + 
+ 8y+2)=0; x—2y—1=0. 

Intersectăm Po cu axa de simetrie și obținem coordonatele vîrfului 
V (1/5, — 2/5): 

Tangenta în virf are ecuația 2x + v = 0. 


= 0, A(A — 5) = 0 are soluțiile 
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Parabola nu taie axa Oy deoarece trino- 
mul 4y? + 2y + 1 =0 nu are rădăcini reale 
(fig. 2.24). Axa absciselor este secantă para- 
bolei în punctele A, (3 + 2V2, 0) şi Ae (3 — 
— 242, 0). 

Altă metodă. Ecuația parabolei se mai poate 
scrie 

(x — 2y + AF + 2x(—3, —A) + 2y(1 + 

+2) +1—} =0. 


Fig. 2.24 


Ecuația axei și aceea a tangentei în vîrf este x — 2y + à = 0, respectiv 
2al NE 2y(1 +23) + 1—3 =0 pentru A astfel determinat încît 
cele două drepte să fie perpendiculare. Se obține A = — 1. Apoi continuăm 
ca mai sus. 


3) Varianta 1. Rotim sistemul xOy astfel încît noua axă a absciselor 
să aibă direcția axei de simetrie a parabolei. La 2) am stabilit ecuația axei 


piu de unde m = tg EA Întrucît 0e|0, id , obținem 
2 2 


sin 6 c cos 6 =——.+ Prin urmare formulele de rotație vor fi x = 
75 XE; 
=l x — y’), y = + 2%). Întroducem în ecuația generală a para- 
bolei și obținem a acesteia raportată la sistemul rotit +'0y ca fiind 
J552 
5y? — Z x + FR y+1= 0. Restringem pătratele și obținem g + ZI zi 
— 1 x’ = 0. Efectuăm o translație a sistemului x'Oy’ în vîrful parabolei 
5 I5 
vfo, 5) dă, Ii! -Ẹ; obținem ecuația canonică y”? — 


5 ; 
— 2-5 x" = 0 raportată la sistemul rototranslatat x” Vy". 


Varianta 2. Coordonatele (u, v) ale vectorului propriu corespunzător 
valorii proprii A se obțin din ecuația matriceală 


1 —2] fu u 
> Ai-i] 
sau echivalent, coordonatele (u, v) sînt soluții ale sistemului 
(1) | (1—1A)u—2y=0 
—2u + (4— ì)v = 0. 


Pentru 1 = 0 sistemul (1) are soluția u= 2k, v= k, keR-— {0}; 
pentru )2 = 5 obținem soluția (—k, 2), ke R — {0}. 


2 
Vectorii proprii ortenormați sînt 4 =ļ|-=> ——=|, respectiv 
v5 v5 
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Întrucît 
detr = dei = 
1v5 25 


efectuăm rotația 


1 
x = —— (2x — y 
Ta y) 


x% 172 =f 
y vi, aa y=xi + 2y’). 
N5 


Ecuația carteziană a parabolei raportată la sistemul rotit x'Oy' este 
5y’? — W5x' + 2V5y + 1=0. Procedăm ca la varianta 1; completăm 
pătratele, efectuăm translația în vîrf și obținem ecuația canonică y”? — 

v5 
EE E E N 
3 pr 0 


Pı: ecuaţia axei de simetrie a ia sia este 4x — 2 —1=0, deci 
tg 8 = $; formulele de rotație sînt x = — L(x — 4y’), y =— = (ar + 39). 


Față de sistemul rotit xOy Sun parabolei este y — 50x' + 
+ 10y +11 =0. 
1 ; : a 
Efectuăm translația x’ = x” — ri ge eg -< și obținem ecuația 


canonică y”?— 2x" = 0 față de sistemul rototranslatat x"Vy”. 

Ta: Întrucât a2 = 0 (vezi 4.5 (i)) restrîngem pătratele (y + 1)? — 3(x—2 = 
=0 și efectuăm o translație în vîrful parabolei dată de formulele x= x' +2, 
y=y — 1. Obţinem ecuaţia canonică y'2— 3x' =0 față de sistemul 
translatat x'Vy'. 

2, Se dau hiperbola T: 4xy + 3y? 4+- 16x + 12y — 36 = 0, dreapta 
D: x— y +2=0 şi punctele A(0,2), B(—1,2). Se cer 

1) centrul, axele și asimptotele hiperbolei, 

2) polara punctului B în raport cu conica, 

3) tangenta în punctul A la conică, 

4) tangentele la conică paralele cu dreapta D, 

5) polul dreptei D în raport cu conica, 

6) diametrul conjugat direcţiei lui D, 

7) să se reducă hiperbola la forma canonică și să se construiască, 

Solutie. 1) Coordonatele centrului, 


2y + 8=—0 
EA 
Obţinem C(3, —4). 
Fie (7, m) o direcție oarecare și k = = panta ei; atunci ecuația (4.8) 
se scrie 
(da — a22) k + alk? — 1) = 0. 


ih ami mi, E = ae Îi d Ael, Me — 
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Pentru a scrie ecuaţiile axelor ținem seama că sînt drepte care trec prin 
centrul C al conicei sau ținem seama că axele sînt diametrii conjugați perpen- 
diculari și folosim (4. 7), Obţinem + 2y4+5=0, 22—y—10=0. 


Pantele asimptotelor ah 4.9) sînt rădăcinile ecuației aoohk? + 2azok + 
+ au = 0 unde k= T Obținem y+4=0, 4x + 3y = 0 (fig. 2.27). 
2) Ecuația polarei unui punct față de conică se scrie prin dedublare 
(vezi 4.6), 
2[(— 1) y +22] + 39:24 5(x— 1) 4+6(y94+2)—36=0 


6x + 5y — 16 = Ù. 

3) AeT; același procedeu ca la punctul precedent; obținem ecuația 
z+ y2 =O. 

4) Orice dreaptă paralelă cu dreapta D este de forma x — y + ìà=0, 
eR. Intersectăm cu conica și punem condiția ca ecuația găsită pentru 
determinarea lui y să aibă rădăcină dublă 

pipa 
4xy + 3y? + 16x + 12y — 36 = 0 
şi deci 
7y2 + 4y(7 — ») — 4(4x + 9) = 0. 


Din (7 — })? + 7(44 + 9) = 0 deducem M, se, ceea ce înseamnă 
că nu există tangente la hiperbolă paralele cu dreapta D. 


5) Fie Mo (xo, Yo) polul dreptei D. Scriem ecuația polarei acestui punct 
prin dedublare și punem condiția ca această dreaptă să coincidă cu D. 
Obţinem sistemul 


2yo + 8 _ 20 + 3yot- 6 _ So + 6yo — 36 


Rezultă M(8, — 6). 
6) Direcţia dreptei D este 


2x + 5y+14=0, 
7) Matricea formei pătratice 4xy + 3y? este 


k i 


Ecuația caracteristică a acestei matrice 
—A 2 
| 2 3—7 


Coordonatele (w, v) ale vectorului propriu corespunzător valorii proprii A 
sînt soluțiile sistemului 


1. Conform cu (4.7) obținem ecuația 


| 


=0, X? — 34 —4=0, are soluţiile M = — 1, ^= 4. 


Tae 
24 + (3—ì)v= 0. 
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Pentru M = — 1 obținem vectorul (—2%, k), keR — {0}, iar prin 
2 1 
Vă V5 


normalizare versorul propriu £, =ù 


; I 2 
Analog pentru ħ = 4 obținem 22 =|—>» —=|- Deoarece 
erei IEI 
det R = det “i i = — | (rotaţie și simetrie), 
Vs v5 


pentru a avea numai rotație putem folosi unul din următoarele procedee: 
a) renumerotăm A = àz, A = à de unde rezultă 2i = Zo, ê; = Z4. 
Rotația 


x A. câ x! PEE E E 
E HIME B a 
2 1 š Pang: 4 

á n gi Aa La FP 


conduce la 442 — y'? -+ 8V5 x' — 4V5y — 36 = 0. Completăm pătratele 
înv siy, 


4( +45)? — (y + 2V5) — 36 = 0. 


Efectuăm o translație a sistemului xOy în punctul C(—vV5, —2V5) dată 
de x! = x" — V5, y = y" — 2V5. Obținem ecuația canonică a hiperbolei 
g" y” 
a) ————1=0. 

e) 9 36 


Pentru construcție efectuăm , o rotație a Sistemului de axe xOy. Axele 
Ox', Oy au direcţiile versorilor £;, respectiv 2; (fig. 2.25); 


b) întrucît orice direcție în plan este Pic, în ae, de, perechi de: numere 


reale proporționale, convenim să luăm versorii proprii 2i = — 1, 2% = Ea. 
Rotaţia 
7 2 1 x! 
"leAt G Si 
—1 2 r 
7 E i aa 


conduce la x? — 4y — 4V5x, — 8V5 5y t 36 = 0., Direcțiile pozitive ale 
axelor Ox, respectiv Oy, sînt determinate de versorii 1, 23. Sistemul rotit 


x0yı este translatat în C (2V5, —v5) folosind formulele xı = xz + 2V5, 
‘Yı = ya —V5. Ootinem forma canonică a hiperbolei. 


x2 32 ma 
b sa aa l= 0 


(cu BEA pe axa ordonatelor Cv) raportată la sistemul rototranslatat 
xC yx (fig. 2.26). 
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Fig. 2.25. Fig. 2.26. 


Prin cele două procedee am obținut ecuația redusă a hiperbolei sub forme 
diferite (a), respectiv (b), întrucît ecuaţia este raportată la sisteme diferite 
x"Cy”, respectiv xaCya; facem observaţia că în desen este vorba de una și 
aceeași hiperbolă. 

3. Să se stabilească natura conicelor și să se construiască 


1) 16%? + 4xy + 19y? + 104x — 212y — 356 = 0, 
2) 332 — 4xy — 2x + 4y — 3 = 0, 

3) 9x? + 24xy + 16y? — 52x + 14y — 6 = 0, 

4) 9x? + bxv + y? — 5x — 7y —4=0, 

5) X + 2xy 4 y2—Tx—Ty4+6=0, 

6) 11%? — 24xy + 44? — 94x + 48y + 119 = 0, 
7) 4x? + 16y? + 4x — 80y + 85 = 0. 


4. Să se scrie ecuația conicei care este tangentă axei Ox în punctul 
Mo(—3, 0) şi pentru care cunoaştem două perechi de diametri conjugați x — 
— 3y4+2=0 şi + 5y—6=0; x—2y+1=0 şi 2x+y—3=0. 

Să se stabilească natura conicei obținute, să se reducă la forma canonică 
și să se construiască. 

5. Se dă conica ID: g? -+ 2xy + y? + 3x — 3y — 18 = 0. 

1) Să se construiască conica. 

2) Să se scrie ecuația fasciculului de conice bitangente parabolei în 
punctele de intersecție cu prima bisectoare a axelor de coordonate. Să se 
discute natura conicelor din fascicul. 

3) Să se expliciteze ecuaţia dreptelor din fascicul. 

4) Să se reducă la forma canonică şi să se construiască hiperbola echi- 
laterală din fascicul. 

R: 1) Parabola are vîrful V (3, —3); ecuaţia axei de simetrie a parabolei 
este x + y = 0. Parabola intersectează axa absciselor în A1(—6, 0), 42(3, 0). 
2) g(x, y) + Ma — y) =0, +A) + 2ăy(l — A) t PU + A) + 3 — 


— 3y —18=—0; A= —9(84 +1), = 4), = 2(1 + ìà); elipse reale 
pentru ìe (0, + œ), parabolă à = 0, hiperbole àe (— œ, 0) — ți zl , drepte 
reale concurente à = — A 
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3), Pentru à = — 1/8 obținem ecuația conicei degenerate 74? + 18xy + 
+ 7y? -+ 24x — 24y — 144 = 0. Aceasta este DU Ds, unde 


Dı: Tx + y(9 + 4V2) + 12(1 + 242) = 0, 
Tx + y(9 — 42) + 12(1 — 2V7) = 0. 


4) A# 0,8 <0, I=0; A= — 1; 4xy + 3x — 3y — 18 = 0. Rotaţia 
1 1 
s=- (x y) y E (—x' + y) urmată de translația x’ = x” + 
NZ N 
I5 UA „o 
v2 TER suc 
£ ey a e arh y T E, ON, zi 
L3 g” y y” conduce la ecuația redusă — 63 — 63 LI 0. 
Kg 8 


6. Se dă conica T: 4xy — 3y? + 4x — l4y — 7 = 0. 

1) Să se găsească ecuațiile axelor de simetrie, asimptotelor și ecuația 
diametrului conjugat direcției k = 1. 

2) Să se reducă la forma canonică și să se construiască conica. 
R: 1) 2x+ y—8=0, x—2y—4=0;2)y+1=0, 
4x — 3y — 11 = 0, 2x— y— 5= 0; 2) Matricea rotației este 


a 
V5. v5 
E el 
E B 
. . . : 7 IER 12 2 6 A 32 , 
Ecuatia hiperbolei față de sistemul x'Oy’ este x — 4y —— x —— y — 
i v5 v5 
=F 
3 4 , | 
În urma translaţiei în punctul c(a = =) obținem sistemul x"Cy” 
55. 
n y” 


š ; A TE iai i 
față de care conica are ecuația canonică, se ai — + 1 = 0. Virfurile hi-- 


perbolei conjugate se află pe axa Cy”. 

7. Pentru ce valori ale lui 7 şi u conicele din fasciculul 24? + axy +- 
+ 232 — 7x uy + 3=0 sint 

i) conice cu centru? 

2) conice nedegenerate fără centru? 

Rd, A = (300 + 2p? + Thu 30). 

1) Ag +4; 2) à= 44 uz ȘI. 

8. Să se scrie ecuația fasciculului de conice circumscrise triunghiului de: 
vîrfuri A(4, 0), B(0,2), C(— 1,0) și să se discute natura conicelor. 

R: 2x? + 3xy + (à — 2) y? — 6x + 8y — 8 = 0; 


e|- co, i — {0} hiperbole; pentru valoarea particulară A = 0 obținem. 


drepte concurente perpendiculare, iar pentru A -2 obținem parabolă + 
(F +o) elipse. 
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$ 5. CUADRICE 


Fie E; un spaţiu punctual euclidian real tridimensional raportat la un 
reper cartezian (0; i, j, E). 

5.1. Fie g: E3—R forma pătratică afină definită prin g (x, y, z) = 
= auX? + ay? + a332? + 2 axy + 2 ag% + 2 agyz + 2 apă + 2 axy + 
-| 2 (ap -l Ago 

Mulțimea de nivel constant zero, 

E= g°(0) = {(x, y, z2)| (x, y,z)€ R°, g(x, y, z) = 0}, 

:se numește cuadrică sau suprafață algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
E:g(x, y a)= 0. E 

5,2. Prin trecerea de la reperul cartezian (0; i, j, k} la un reper cartezian 
adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) faţă de care ecuaţia 
E (x, y, 2) = 0 să aibă forma cea mai simplă posibilă (numită ecuație redusă 
sau canonică) se dovedeşte că F este echivalentă cu una dintre următoarele 
mulțimi: 


Hiperboloid cu o pinza 
stera Elipsoid E 


Hiperboloid cu doua pinze Paraboloid eliptic Porabo!oid hiperbolic (ṣa) 


x 
EEF î-a2* p2 2  y2 
g -é+ 1-0 Za =. a 
[ian de-ardinui dai Cilindru eliptic Cilindru hiperbolice  , 
X2 - y2 x2 2 N 


ea i 5 Pereche de plane seccnte Pereche de plane paraleie 
Ciindru Daredoiic 
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ferecre ce Dicne confundate Dreapta 


Ra 9) $. 2-0 
2 Da zi 
Mulțimea vidă $: Ze 1*0 sau 2* i 10 sau & a40 


„5.3. Față de roto-translaţii ecuația g (x, y, 2) = 0 posedă următorii inva- 
rianți: 


Adei, badea, J= “j4 Salem Tel Ttr, 


Aaa 22 i3 (33 A23 A33 


unde 


Aa Aa Aaa Aio 

— a 4 (oa (a, 

=|% 22 oj, r T 
i3 A23 33 (ao 
aio az 430 400 


Aa á @ M 
iz 22 23 
Aia A23 (33 


, 


Precizarea naturii cuadricei $ se poate face cu ajutorul numerelor A, 3, 
JSL 
și I. 


A | Natura cuadricei 


A=0 | degenerată 
A # 0| nedegenerată 


Dintre cuadricele nevide, sferele, elipsoizii, hiperboloizii și paraboloizi? 
sînt cuadrice nedegenerate, iar restul sînt cuadrice degenerate. 


5.4. Sferele sînt caracterizate prin a = 3 = 423 = 0 Și an = ag = 
= 033% 0. 
5.5. Centrul unei cuadrice: 


1 
z. El X, Y, 2) = aux + ly + l+ do = 0 


1 
7E Y, 2) = ayz% + a22 + a237 + ax = 0 


1 
E g(x, Y, 2) = ayax + azy + a332 + ao = 0. 


Determinantul acestui sistem liniar este 5. 
5.6. Pentru obținerea ecuației canonice se poate proceda astfel: 
(i) Dacă ai = 413 = 23 = 0, se face o translație. 


(ii) Dacă cel puțin unul dintre numerele auz, 4&3, 423 este diferit de zero; 
atunci se face mai întîi o rotație. 
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Se determină valorile proprii ^ ħz As şi vectorii proprii ortonormați 
Zı, ĉo, Es ai matricei simetrice A atașată formei pătratice ax? + azy? + 
+ az? + axy + 2du3ăz + 2a23yz. Se notează cu R matricea formată 
cu coordonatele vectorilor Z1, €2, Es așezate pe coloane; avînd în vedere 
posibilitatea înlocuirii unuia dintre versorii Z4, č2, Es prin opusul său sau 
posibilitatea renumerotării valorilor proprii, putem presupune det R = + 1. 
Rotaţia 


>a% b 
y| =R| y 
z g% 


reduce forma pătratică la forma diagonală Mx’? -+ hay’? + ħgz'?. Versorii 
proprii £,, Zə Es dau direcțiile noilor axe. 
În final, dacă este cazul, se face o translație. 


5.7. Planul tangent la o cuadrică într-un punct Molxo, Yo, Z2o)€ È în care 
cel puțin unul dintre numerele gx, gy» gs este diferit de zero, are ecuația 


(x — xo) 8. + (Y — Yo) En + (7 — Zo) 8n = 0. 


Această ecuație se obține prin dedublare. 
Normala la cuadrica 5 în punctul Mọ are ecuațiile 


X — o Eyo 2 — 20 


Er Srs Sz 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie sfera £: x+ 3? + 2+ 2x — 6y +4:—15=0, planee Pi: 
4x — y+ 3z — 13=0, Pa: 4% — y +3z— 39= 0 şi dreapta D: 8x — 
— liy- 8&— 30 = 0, x— y — 2z = 0. 

1) Se cere centrul şi raza cercului I = £ N Pi: 2 +y? HHR 
— 6y + 4z — 15 = 0, 4r — y + 3z— 13 = 0. 

2) Să se scrie ecuația sferei simetrice sferei 5 față de planul P3. 

3) Să se arate că prin dreapta D se pot duce două plane tangente sferei X. 

Soluţie. 1) Centrul sferei este C(—1, 3, —2) şi raza sferei este 
y = v(=1} + 3? + (—2)2 — (—15), r= N29. Cercul T există dacă planul P, 
este secant sferei X; într-adevăr d(C; P1) = V26 <v. Centrul Cı al cercului T 
(fig. 2.27) se află la intersecția planului P, cu 
dreapta care trece prin C şi are direcția nor- 
malei #4. 

4x — y + 3z — 13= 0 
Cı s+i_y—3_z+2 


Obţinem C,(3, 2, 1). Din triunghiul dreptun- 
ghic AC,C găsim raza na cercului T; 7 = 
CA =43. 


2) Fie X’ sfera simetrică sferei E față de planul P}. Centrul C’ al 
sferei X’ este simetricul punctului C față deplanul Ps. Obţinem C’ (15, —1, 
10). Ţinînd sema că cele două sfere au aceeași rază, ecuaţia sferei X’ va fi 

(x — 15} + (y + 1? + (z — 10} = 29, 

3) Prin dreapta D se pot duce două plane tangente sferei X dacă această 

29/ 110 

55 
tangente fac parte din fasciculul de plane 8x — 11y + 8z — 30 + Mx — 
aa. ea 22) = 0, àe R. 

Determinăm pe à din condiția ca distanța de la centrul C al sferei la plan. 
să fie egală cu raza y a sferei X, 

LD (8+ +311 — (026 — 20) — 301 yz 
VES = (8 — 2 

Obţinem trinomul 72 -+ A — 2 = 0 cu rădăcinile reale și distincte A = 
= —2, d = 1. Cele două plane tangente sferei sînt nı: 2% — 3y + 42 — 10 = 0, 
respectiv ma : 3x — 4y + 2z — 10 = 0. 

2. Să se reducă la forma canonică și să se recunoască cuadricele 

1) 36 x? + y? + 42? + 72x + 6y — 402 + 109=—0 

2) 54? — 8y? + 52? — 6xz +8 = 0 

) 
) 


dreaptă este exterioară sferei; într-adevăr d(C; D) = >. Plenele 


3) at + 3? dz bx + 8y +8 =0 
2 


A 


2 + 4xy — Buz — 4yz + 6x — 5 = 0. 

Solutie. 1) Întrucît a12 = as = d23=—0 (vezi 5.6 
(i)), formăm pătrate perfecte. Obținem 36 (x + 
+ 1)? + (y + 3) + 4z — 5) — 36 = 0 care re- 
prezintă ecuația unui elipsoid. Efectuăm translația 


ta 


în centrul de simetrie al suprafeței x = — 1, 


y =y — 3, z =7' + 5 şi obținem ecuaţia canonică 
12 a2 g2 
Fig. 2.28. 1 + Ti 9 (fig ) 

2) Efectuăm o rotație, axa Oy rămînînd neschimbată x = x’ cos 0 — 2” 
sin 6, y = y'; z= x’ sin 0 + z'cos0. Unghiul de rotație 6 se alege astfel 
ca termenul x's’ să dispară din ecuaţia suprafeței. Înlocuind în ecuația supra- 
feței obținem x’?”(5— 6 sin 6 cos 0) — 8y? -+ z’? (5 + 6 sin 0 cos 0) — 6x27 
(cos? 8 — sin? 6)+8 = 0. Din condiția cos? 0 — sin? 6 = 0 obținem 0 = T - 


qita 


. 5 X i e : 
Rezultă ecuația canonică TS y? g? + 1 = 0 şi deci cuadrica este un 


hiperboloid cu două pînze cu vîrfurile pe Oy’. 
3) Se face o rotație, axa Ox rămînînd fixă. Se procedează ca în cazul pre- 
cedent și din ecuația 2tg?0-— 3tg6 —2 = 0 obținem unghiul de rotaţie 
1 


: P 1 EN i 
tg & = şi tg Ba = —2, de unde sin 0, =-=, cos, == şi sin 0a = 
N5 V5 


E] 


2 1 > ; ; : 
a cos 0 agg În ambele cazuri obținem un hiperboloid cu o 
N 
pînză rotit şi translatat în centrul său de simetrie. 
Altă metodă. Matricea formei pătratice 4? + 3y? + 4yz este 


0 0 
A= 3 2 
2 0 


O.O m= 


Valorile proprii ale matricei sînt soluțiile ecuației 


1—A 0 0! 

| 0 3-a 2|=0. 

| 0 2 —A| 

Obţinem USI = —1, As = l; Ag =4, 

Coordonatele (4, v, w) ale vectorului propriu corespunzător valorii proprii A 
sînt soluții ale sistemului 

(1—2)z =0 
(1) (3 — z) e +2w=0 
)w=0 


Pentru } = —l sistemul (1) are soluția 4=0, v = —k, w = 2% sau nor- 


0, 2 = 
malizînd obținem vectorul propriu unitar £4 = (o, ză, 3) 


3 ale 1 
analog pentru = 4 și obținem î,=(o, F’ E 
5 


y5 
Matricea ortogonală ale cărei coloane sînt versorii proprii, 
r & 2 89 
1 2 
— 0 = 
y5 45 
F 1 
TE. 
L v5 v51 
are determinantul 1. Prin rotația (vezi 5.6) 
A 1 93 pă 
1 2 r | 1 2 
xX X , 
—-= 0 = = — -4 +?" 
y 45 N5 || y| sau dă 145 
z 2 1 |Lz | 2 1 
i 0 = z = — x — — z7’ 
45 J51 V5 V5 
ecuația carteziană a cuadricei devine 
=x? 4 y A Aa? că, x — y" +r +8 =0. 
5 
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Completăm pătratele în x, y’ și 2. Obţinem 


Efectuăm o translație a sistemului Ox’ >” z” 
în punctul 


4 2 
C| ——, 3, —— | dată de x’ = x" — 
( 5) 


TE 
4 2 
——, = + 3, Ze 
p dl N5 


Obţinem ecuaţia canonică a hiperboloidului cu o pînză —x"? + y"? + 
„+ 4z"? — 1 = 0, ale cărui vîrfuri se află pe axele Cy” și Cz” (fig. 2.29). 

Observaţie. Coordonatele centrului conicei față de sistemul inițial Oxyz 
se pot afla ca soluţie a sistemului g,(x, y, 2) = 0, g(x, y, 2) = 0,83, y, z) = 0; 
(vezi 5.5); 22 — 6) =0, Z (6y + 4z + 8) = 0, (4) = 0; coordonatele 


centrului sînt xo = 3, Yo = 0, 20 = —2. 
4) Formei pătratice 2y? + 4xy — 8xz — 4yz i se atașează matricea 


0 2 — 
h 2 2 — 
—4 —2 0 


ale cărei valori proprii sînt în = —4, ħ = 0, ñs = 6. 
Coordonatele (4, v, w) ale vectorului propriu corespunzător valorii proprii A 
sînt soluții ale sistemului 


— t + 2v — 4w = 0 
2u + (2 — A) v — 2w = 0 
—4u — 2v + (—ì) w = 0. 
Pentru M = —4 sistemul admite ca soluție vectorul (k, 0, $), ke R — {0}. 
Prin normalizare obținem versorul propriu 21 = (3 EW = . 
Analog, pentru 12 =0, 3 =6 obținem vectorii proprii ortonormați 


? NE. respectiv Ž ay EEE 
Po —D59 = 19 =| = -a 4 
: | J6 v6 7) Ul v3 7) 


Întrucît 
Pt a iy 
N2 6 V3 
0 2 | . . . . 
det R = det m B —1 (rotație și simetrie), 
N, ae a 
V2 V6 13 
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pentru a avea numai rotație procedăm astfel: luăm 
€j = —ĉ1, Ea = E2, €g = Es sau renumerotăm A = M, M = M, =, 


unde evident 2i = Zə, 23 = ĉi, 24 = 63. 


În cele ce urmează folosim al doilea procedeu. Rotația 


E: 1 FF 1 1 i 
= = x= x ty H 

V6 VZ 83 ; N6 V2 N3 

ui 2 1 € tza 2 1 
a z 0 Ei "| sa y =-=" +2 

y v6 v3 7| iis i 6 y3 
z t f = poby pi -ty 

| d dz Bl E E 

. t E p? 6 , 6 r 
conduce la ecuația —4y'2+ 622 — V6 x Poza TH” =53=0 
ati 


Completăm pătratele și obținem 


53 = f i găsim —4y”? 
ó 3/6” 4V3 TE e à 
+ 6z"? — V6x” = 0, adică ecuația redusă a unui paraboloid hiperbolic. 
Folosind formulele de transformare, coordonatele vîrfului paraboloidului 
față de sistemul inițial Oxyz sînt x = = „PS 13 "z =— > 
16 8 16 


-2 $ 
3. Fie paraboloidul hiperbolic S- = = z şi punctul Mọ (0,2, —1). 


Efectuăm o translație în punctul ál — 


1) Să se scrie ecuațiile generatoarelor rectilinii care trec prin Mọ. 

2) Să se calculeze măsura unghiului dintre aceste generatoare. 

Solutie. 1) Problema are sens deoarece punctul Mọ aparține cuadricei, 
Cele două familii de generatoare rectilinii sînt 


2% + 3y —6)z=0 : z=0 
D, : entru z Æ 0, 2x — 3y Æ 0 şi Do: 
ý Por TEMS | atutal 
ie te— dy — prd pentru 220,24 + 3y#0 și Da: ue p 

u(2z + 3y)— 6 =0 2x4 3y=0 


Determinăm parametrii à şi u impunînd condiția ca generatoarele să treacă 


prin Mo. Obţinem à = —1, u = 1. Ecuațiile generatoarelor vor fi 
D;: 2x + 3y + 6z=0 — PAEAN Di d 

2x — 3vy4+6=0 3 2 —2 
m 2% — 3y — z= 0 aai i Pnl RE ci Er sa 

2x + 3y—6=0 3 —2 2 
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2) qw = arc cos—— TF 

4. Să se reducă la forma canonică și să se recunoască cuadricele 

1) x? — 16y? — 42? — 32y + 16z — 16 = 0 

2) 2%? — 122 + 112% — 16y — 14z — 87 = 0 

3) zy +2 —2=0 

4) 4 — y? + 22 — 2xy — 2yz — 2xz — 5x — 1 = 0 

5) x+ y? + 522 — bxy -+ 22 — 2yz — 4x + 8y — 12z + 14=0 

5. Să se stabilească natura cuadricelor de ecuaţie 

9x2(1 + A) — 16y2(A — 3) + 36(A — 2)22 — 18(1 + A) — 64y(0 — 3) — 

— 534 + 57 = 0, MER. 

Solujie. Grupăm termenii astfel încît să formăm pătrate perfecte. Ecuația 

familiei de cuadrice se poate scrie 
9(1 + A) (x — 1)? — 16(a—3) (y + 2)? + 36(4—2)22— 144 =). 


Efectuăm translația x = x’ +1, y = y'— 2, z= 7’. Obținem 


(1 4 A)? (A 3)y? d, (2 — 2z" 
16 9 
Se cercetează semnele expresiilor 1+}, A — 3, A — 2. Se găsesc: pentru 
Ae(—oœ, —1) hiperboloizi cu două pinze, pentru 1e(—1,2)U (3, +00) 
hiperboloizi cu o pînză, pentru îe (2, 3) elipsoizi, pentru A = — |1 cilindru 
hiperbolic, pentru à = 2 cilindru eliptic, pentru à = 3 cilindru circular. 
6. Să se precizeze curbele de secțiune ale cuadricelor 


1) 


2) z—Lp2ti=0 
4 


cu planele y + mz — 3 = 0. 
R: 1) parabole pentru me R — (—2, 2}, drepte pentru m = + 2. 
2) hiperbole pentru me (— œ, —2)U (2, + œ), elipse pentru me (—2, +2}. 


7. Dreapta D se roteşte în jurul axei Oy. Să se stabilească pentru fiecare 
caz ecuația suprafeței obținute 


Solutie. Pentru fiecare caz se obține o suprafață de rotaţie generată de 
cercurile I: x? HHn y= 
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1) Dreapta D este paralelă cu Oy; obținem un cilindru circular drept a 
cărui ecuație se găseşte astfel: cercurile se sprijină pe dreapta D și prin 
urmare sistemul, format din ecuaţiile cercurilor și ecuaţiile dreptei D, 
trebuie să fie compatibil, 


X HHA y=, x—i=0, 2—3=0. 


Eliminăm pe x, y, z şi obținem condiția de compatibilitate u? — 1+ 10 = 0. 
Din sistemul u’?— à+ 10 =0, 2 +y +=, y= u eliminăm pe A 
şi p și găsim ecuația carteziană a cilindrului, x? + 22 — 10 = 0. 

2) Dreapta D intersectează axa Oy în punctul V (0, —2, 0); obținem un 
con circular 


x —10 (y+ 2} += 0. 
3) Dreapta D, și axa Oy sînt disjuncte; obținem hiperboloidul cu o pînză 


17 81 
x —10[y +H) H z MIMo tMi. 
g ii A 10 
8. Să se determine ecuația suprafeței generată prin mişcarea unei drepte, 
ce se sprijină simultan pe trei drepte date, Dı: x -+ 2z + 2 =0, y+:= 0; 
Da: 4z i=, y—2=0; Dm y ma 
Solutie. O dreaptă variabilă A, ce se sprijină simultan pe Dı și Də, se 
obține la intersecția unui plan variabil trecînd prin Dı, cu un plan variabil 
trecînd prin Da adică 


A: + 2z +2 = Ay 42), x+ 1 =y — 2). 


Punem condiția ca A să se sprijine și pe Ds, adică sistemul x + 2z + 2 = 
= (y + 2), x+ 2 — 1 =u(y— 2), x= y= z, să fie compatibil. Găsim 
condiția de compatibilitate 4Au — 21 — 8u + 7 = 0. Eliminînd parametrii A 
şi u între această relație și ecuațiile dreptei A obținem ecuația suprafeței: 


4x? + 73? — 10xy — 5yz + 4xz + 8x — 10y + 2z = 0. 


9. Să se determine ecuația carteziană implicită a suprafeței cilindrice a 
cărei generatoare este paralelă cu dreapta D: x = y = z și se sprijină pe curba 
directoare C: x = y", z= 0. 

Solutie. Orice dreaptă paralelă cu D are ecuaţiile x — z = à, y — z =u. 
Punem condiția ca această dreaptă să se sprijine pe C. Aceasta înseamnă că 
sistemul x — z = à, y — zZ =uųu, z= 0, x= y", trebuie să fie compatibil. 
Eliminînd pe v, y și z găsim condiția de compatibilitate, A =u?. Înlocuind 
pe A şi u găsim ecuația carteziană implicită a suprafeței, y? — 2yz + 2 — 
— p4+a=0. 


10. Să se determine ecuația conului care trece prin dreptele Dı: y = y, 
2= 0; Dyz: y = —x, z= 0, şi prin punctul (1, 2, 3), axa Oz fiind axă de 
simetrie. 


R: 332— 3y24+2=0. 


11. Să se determine ecuația conului ale cărui generatoare sînt Ox, Ov, Oz 
și trece prin punctele P,(1,2, 1) și Pa (—2, 1,2). 


R: 5xy — 3yz — 4xz = 0. 


12. Să se reprezinte domeniul D, curba C, precum și proiecția lui C pe 
planul xOy în cazurile 


1) D: Hy + 22<6, să 4 iaz; C: epy +=, 24 paz, 
>) D: Muz + one, + 
A+ =, 


War, 150; C: RHI, 


3) D: LHP HPS, 2+92—rx20, xH y+ reo; 
C: HPH, yrl, eyr. 
4) D: L + yrz, (x2 +y) — 27xy<0; 
C: £ + y= Rr, (324 92 arry —0, unde r, k> o0. 
R: 1) figura 2.30, 2) figura 2.31. 3) figura 2.32, 4) figura 2.33. 


IZ 


i 
i -F . 


~ 


Fig. 2.30 Fig. 2.31 


Fig. 2.33 


$ 6. COORDONATE POLARE ȘI SEMIPOLARE 


6.1. Fie O originea (polul), Ox axa polară și xOy reperul cartezian asociat 
reperului polar. Între coordonatele polare (p, 0) și coordonatele carteziene 
(x, y) ale punctului M (fig. 2.34) există relațiile 
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Fig. 2.34. Fig. 2.35. 


Dacă impunem p > 0, be[0, 27), atunci relaţiile anterioare asigură cores- 
pondența biunivocă între mulțimea R? — (0) și mulțimea (0, œ)X[0, 27). 


6.2. Ne situăm în spațiul R°. Între coordonatele cilindrice (p, 0,2) și 
coordonatele carteziene (x, y, z) ale punctului M avem relațiile (fig. 2.35) 


x =pcos 0 
y =p sin 0 
1=2, 


Dacă impunem e > 0, 0e[0,2x), zeR, atunci relaţiile precedente asi- 
gură corespondența biunivocă între mulțimea R? — Oz şi (0, 00)xX[0, 27) x R. 


6.3. Între coordonatele sferice (r, 0, ș) și coor- 
donatele (x, y, 2)ale punctului M din spațiu avem 
relațiile (fig. 2.36) 

[iza pana 


MIx: y, Zi 
57) 


y = sin ọsin 6 
Z = Y COS e. 
Dacă impunem restricțiile 7 > 0, 0e[0, 27), pe 
e (0, x), atunci formulele anterioare asigură corespon- 
denţa biunivocă între mulțimile R? — Ozşi (0, 0)x * 
X [0, 27) X (0, T). Fig. 2.36. 


Exerciţii şi probleme 


2 [i 
1. În coordonate polare se dau punctele A(2, 0), Bf =) E (2 =) 


DE, m), Ez, 5) F(2, i 
3 3 


1) Se cere lungimea segmentelor AC şi CF l 
2) Să se stabilească poziția punctelor în plan și să se afle coordonatele 
carteziene. 


Soluţie. 1) AC =] 22 4 22 — 2-2. 2 cos = 203, CF =4. 


2) Punctele sînt situate pe cercul T cu centrul în O şi de rază 2. 


Întrucît unghiul polar al fiecărui punct se obține din precedentul adăugînd 
E , punctele sînt vîrfurile unui hexagon regulat înscris în cercul I; A(2,0), 
B(, V3), C(—1, 43), D(—2,0), E(—1, — V43), FU, — V3). 
5v6, 546 z), B(-2 —3V3 -) 


Ena E 


2. Se dau punctele A (3: 
—Í 
-4 16 


ia T raportate la reperul triortogonal Oxyz. Să se calcu- 


leze coordonatele sferice ale acestor puncte. Unde sînt ele situate? 


te ENS fa JEN f a\? =a 
m 3 546 5- e 2 1 
sae n- JERE] -s mp 


x 2 z / 7 7 2r N 
pe(0, =) deci geai; u bei Di FE afs, Fa ) 


g 2 4 3 
1 2z V3, 1 
'p=6, coso= ——z, 9E(0,7), Sa cos 6 = —-— sini DS y 
Tr T 7 dr ; ; 
6=-—; B]6, Ta o e TL RE, „ Punctele A și C sînt situate 
6 6 3 4 3 


într-un plan care trece prin Oz și prin dreapta D'OD, astfel încît = 
x (0x, D'OD) Ei 


Punctele A, B, C se află pe un con cu vîrful în origine, ale cărui generatoare 


fac un unghii de = cu 0. 


3. Axa polară a unui sistem de coordonate polare este paralelă cu axa 
absciselor a unui sistem cartezian rectangular şi de același sens. Se dau coor- 
donatele carteziene ale polului 0'(2, —3) și ale punctelor A(2, 0), B(0, —1), 
C(0, —3), D(2 +243, —1), E(1, —3 + (3). Să se afle coordonatele polare 
ale acestor puncte. 


RA (3 z B(2V2, zu CE, 7), (+. 5} EF) 


4. Se dau curbele D4: xt + yt + ala? + y’) = 0, Ta: at pt 2 — 2, 
Să se transcrie ecuațiile în coordonate polare și să se stabilească simetriile 
fiecărei curbe 


a 
R: Ti: p= >. Întrucît p(—5) = p(8 

i PO Iau Fostă Aa ti i. 
curba este simetrică față de axa polară; p(m— 0) = p(0) deci curba este 
simetrică față de o perpendiculară pe axa polară dusă prin pol; egalitatea 


p(z 4-0) = (0) implică simetrie față de pol; 
= | a ; aceleași simetrii ca la curba precedentă. 
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5. Presupunem că în spațiu folosim coordonate sferice; care este locul 
27 


geometric al punctelor M (7,0, ọ) pentru care 1) 7 = 2, 2) 0 = ra 3) 9 m 
4) ș=2 şi ja 5} pă şi o= 2,6) ja si) mezi 
3 3 3 


R: 1) Sfera X cu centrul în O și raza 2; 2) semiplanul P care trece prin 


Oz şi prin OM, OMoe x0y, & x0Mo = = ; 3) porțiunea de suprafață conică 


A . . . TT 4 
Xa cu vîrful cu O, ale cărei generatoare fac unghiuri dëm cu semiaxa 0z; 


4) semicercul T, al sferei X, din semiplanul P; 5) cercul T al sferei £, din 
suprafața conică Xa; 6) generatoarea suprafeței conice Xe aflată în semi- 
planul P. 


6. Presupunînd că în spaţiu folosim coordonate cilindrice, care este locul 


geometric al punctelor M(g, 0, z) pentru care 1) p=2, 2) ga 


3) z= —5, 4) p=2 şi =, 5) p=2 şi z = —5, 6) o= şi z= —5. 


R: 1) cilindrul circular drept X cu generatoarele paralele cu Oz, la dis- 
tanță doi de Oz; 2) semiplanul P care trece prin Oz și prin OMo, OMoe x0y, 


zl 


&xx0OM =; 3) planul Q paralel cu xOy la distanță einci sub xOy; 


w| 


4) dreapta p = 2, da 5) cercul T din planul Q cu centrul în (0,0, —5) 
şi de rază doi; 6) semidreapta D = PNQ. 


CAPITOLUL 3 


GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ 


ŞI. FUNCȚII DIFERENȚIABILE 


1.1. În acest capitol, prin funcţie diferențiabilă vom înțelege o functie 
de clasă C”. Clasa de indice minim impusă de context poate fi uşor recunoscută, 

1.2. Considerăm o funcţie de tipul f: R” —> R”. Funcţiile f; = ypf: 
R” — R, unde y, sînt funcțiile coordonate ale lui R”, se numesc coordonatele 
euclidiene ale lui f şi se scrie f = (fi, ..., fm). 

Mulțimea 


G(Ë) = (xis cca po Filis ceea ae ceea En Xir oeer Aa) | (2i ees 2p) E m c R'xR”= 
= RR” se numește graficul funcției f = (fi, ...; îm). Evident G(f) coincide cu 
mulțimea valorilor funcției 


(Oi mea W) (Rinenn aan ina Bh mea Biel iba Malh 


Funcția f = (fa, ..., fm) este diferențiabilă dacă și numai dacă f, sînt funcții 
diferenţiabile. Unei funcţii diferențiabile f i se asociază matricea jacobian 


7 cf, cf E 


Ci CĂa Ca 


ifa A 


„Că 0ăa kpl 


Dacă n = m, atunci determinantul det J(£) se numeşte jacobianul lui f şi se 
LI 15: PIE Ín) 


E avsp Ma) 

1.3. Funcţia f = (fa, sofy) se numeşte: 

1) înjectivă dacă relaţiile VP, Qe R”, (P) = f(0)e R” Boga Pa (05 

2) surjectivă dacă YQe R”, 3Pe R” astfel încît fi Pj= 

3) bijeciivă dacă este injectivă şi surjectivă ; 

4) imersie dacă J(f) are rangul n, VPeR"(nsm); 

5) submersie dacă J(f) are rangul m, YPe R”(m< n); 

6) regulată dacă este imersie sau submersie; 

7) difeomorfism dacă n = m, dacă este diferențiabilă și dacă posedă inversă 
diferențiabilă. 

1.4. Dacă funcţia f = (fa, ..., fm) nu este regulată într-un punct P, atunci P 
se numeşte punct singular sau punct critic, iar f(P) se numește valoare singulară 
sau valoave critică. 


notează cu 
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1.5. Fie f : R” — R o funcţie diferențiabilă şi 


m gf 


i J=t GENET 


dĉ(P) (dx) = (P) dx, dx 


hessiana sa (diferentiala de ordinul doi). Fie P un punct critic a lui f. Dacă 


forma pătratică d?f(P) este nedegenerată, adică det | (P)] Z 0, 
GETTER 


atunci P se numeşte punct critic nedegenerat. În caz contrar P se numește 
punct critic degenerat. 


Punctele critice nedegenerate ale unei funcţii diferențabile f: R” — R 
sînt izolate. 


1.6. Teorema funcției inverse. Fie f: R” — R” o funcţie diferențiabilă. 
Dacă PeR” este un punct în care det J(f) # 0, atunci există o vecinătate 
D a lui P astfel încît restricția lui f la D să fie un difeomorfism. 


1.7. Teorema funcției implicite. Fie f = (fa, ..., În): R"2— R" o funcţie dife- 


f 
rențiabilă. Dacă în (4, B)e R"™ avem f(4, B) = 0 şi D(f a îm), (4, B) #0, 
D(Yi, -+ Ym) 


atunci există o vecinătate D a lui A și o funcție diferențiabilă (unică) 
g:D—R" astfel încît g(4)= B şi f(P, e(P)) = 0, vPeD. 


1.8. Pentru definiția diferențiabilității nu este necesar ca domeniul de 
definiţie al funcției să fie toată mulțimea R”, dar este necesar ca acest domeniu 
să fie o mulţime deschisă în R”. 

Fie S o mulțime oarecare din R”. O funcţie f: S — R” se numește dife- 


rențiabilă pe S dacii ponts fi extinsă diferențiabil la un interval deschis din 
R” care conține pe S 


1.9. Fie I un interval din R și f: I — R”. În acest caz noțiunea de derivată 
parțială se reduce la noțiunea de derivată de la funcțiile de o singură variabilă. 
De asemenea, au sens şi noțiunile de derivată la stîng ga şi derivată la dreapta. 


1.10. Considerăm funcţia diferențiabilă f: R” — R şi 7 un vector tangent 
la R” în punctul P. Numărul 


D-f(P) = a (P +V) > 
di t=0 
unde V este punctul atașat lui d, se numeşte derivata lui f în raport cu Ò sau 
derivata lui f după directia lui 3. 
Dacă Tp = (tu -o ap, atunci 
cf 
D=f(P) = v- 


CXI 


(P) ++ et E= CREN, 
OX, 


unde Vf este gradientul lui f. 
1.11. Fie S o mulțime din R”. O funcție / care asociază fiecărui punct 
Pe S un vector F (P) tangent la R” în punctul P se numește cîmp vectorial 


pe S (fig. 3.1). Dacă funcția P este constantă, atunci cîmpul se numește 
Paralel. 
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Algebra cîmpurilor vectoriale se construiește pe baza următoarelor definiţii 

(V + W) (P) = FP) + WP), E7) (P) = (P) (P), f: S >R. 
Evident au sens și notiunile de dependentă şi independență (punctual) liniară. 
Cîmpurile paralele U, Uz, ..., Up definite prin U,(P) = (1, 0, ..., O)p, 
ÜP) = (0, 1, ..., Op, -.., Ua(P) = (0, O, ..., 1)p se numesc cîmpuri fundamen- 


tale, iar ansamblul lor se numește cîmpul veperului natural. Orice cîmp y 
poate fi scris în forma 


— = — = 
V(P) = f(P) Ua(P) + fa(P) Ua(P) -= m. + fn(P) Ual P), 
funcțiile P — f,(P), î = 1,2,...,%, numindu-se coordonatele euclidiene ale 
lui V. Deci un cîmp vectorial este echivalent cu o funcţie de tipul f = (fı, 
fo, ss A S => R”. 

Un cîmp vectorial se numeşte diferentiabil dacă coordonatele sale sînt funcții 
diferențiabile. 

Produsul scalar a două cîmpuri vectoriale, produsul vectorial a n—1 
cîmpuri vectoriale și produsul mixt a n cîmpuri vectoriale se definesc punctual, 
adică prin intermediul operaţiilor corespunzătoare de la vectorii tangenți. 

1.12. Fie V un cîmp vectorial pe R” și f: R” — R o funcţie diferențiabilă. 
Funcţia Dy f definită prin P— Dpp) f se numește derivata lui f în raport 


cîmpul V. În particular găsim 
af af Da f af 
vi xi 0 Xa 7 2% 


1.13. Fie W un cîmp vectorial pe R” şi je T R”. Vectorul 


D W(P) = $ W(P + tV) 
dż t=0 

tangent la R” în punctul P se numește derivata covariantă a lui W în raport 
— > = = 

cu 3. Dacă W = wU, + wU +... + WUn atunci 


— 


D-W = (Dza) DA + (D202) Üz +. + (Da) d, 
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În particular, derivateie covariante ale cîmpurilor paralele sînt nule, 
~e A . . . . . r Se . = . 
Fie cîmpurile vectoriale diferențiabile Y, Z, fie d, te Tp pR” şi a, beR. 
Avem 
E 


Dus pă Y = aD3Ý + bDgY 
-> — — = 
Da(aY + bZ) = aDaY + bD- 
D-(fY) = (Df) Y + fD+Y 
=> o> > > = > 
D+(Y, Z) = (DY, Z) + (Y, D-2). 
1.14. Fie cîmpurile vectoriale diferențiabile 7 şi ZA Cîmpul vectorial 
— — — 
DW speri prin (DW) (P) = Dap se numește derivata covariantă a 
câmpului W în raport cu cîmpul V. Dacă 


— 


; -$ a = 
DgIF = (Dpa) La + (Dpwz) Ua + ... + (Dpr) Un- 


Exerciţii şi probleme 


1. Si se arate ci pe R” nu există nici o distanță diferențiabilă. 

Soluţie. Dacă d: R” x R” — R este o distanţă diferențiabilă pe R”, atunci 
s:RXxR—R definită prin ẹ(x, y) = d((x, 0, ..., 0), (y, 0, ..., 0)) este o dis- 
tanţă diferențiabilă pe R. De aceea este suficient să demonstrăm că pe R 
nu există nici o distanță diferențiabilă. 

Fie o: Rx R — Ro metrică diferențiabilă. Deoarece p(x, y) > p(x, x) = 0, 
adică (x, x) este un punct de minim global, în mod necesar avem 


"o 


Fie z> v. Din p(x, 2)<p(x, s} + p(y, 2) rezultă 


pl, 2) el, 9) e Pl, 2) — 009,9) 
gZ y -vi y 
şi deci 
lim p(x, 2) — p(x, y) <lim ely, 2) — el, y) r 
INY 2 —Y NY Z—y 


Aceasta împreună cu diferențiabilitatea implică 


E (x, y) < Sa (y, y) =0. 
ey 
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Analog, în ipoteza z < y, se arată că 2E (x, y) 20. 
oy 
Cele două inegalităţi satisfăcute de < implică <E (x, y)=0, Y(x, yje R7. 
ôy y 


a 
Analog, i (x,y) =0, V(x,y)eR?. Deci dp = 0, adică p(4,îy) = const. 
x 


Dar p(x, x) = 0 implică p = 0. 

2. Fie D o mulțime deschisă din R”, fie J un interval din R şi f: D > R 
a: I — D două funcţii diferențiabile. Să se arate că fo a este constantă dacă 
și numai dacă & | yfoa. 

3. Fie funcția f: R” — R de clasă CI. Se presupune că ecuația f(x, X2, ..., 
a Xp) = 0 defineşte pe x,, î = fixat, ca funcţie de clasă C? de celelalte n—1 
variabile. Se construiește matricea pătratică de ordinul n, A = [a], astfel 
ca du = 1 Şi ay = pentru orice î £ j, î,j = 1, 2, o. n. Să se arate că 

Xy 

det A = — (n — 2) 27, 


Solutie. Aplicăm operatorul de derivare totală. Obținem eE 


2%, Ön 
ôf 
x E O 0, 1 Æ 3, adică DL me li, deoarece prin ipoteză „BE, (x) 40. 
êX; LEF d 2, 
LEA i 
Notăm Es =f; i= 1, Do Atunci, dy = -4 . pentru î Æ f. 
2x; f, 
a e E- 
fa fz n 
fa l cf ç _ f 1 —1 —!1 e | 
PEPE fi A aj fht m E E —ī 
o o G po a| heck m Am i = 
f f Ă za 
fo =i a ss 1 
-a ah i 
f ë fh ě h 


Adunăm toate liniile la prima, scoatem factor comun pe — (n — 2) şi prima 
lnie astfel obținută, (cu toate elementele egale cu unitatea, o adunăm la toate 
celelalte. Determinantul devine 

i E za O 
0 2 0 w 0 
0 


0 2 a O 


det A = — (n — 2) 


{ S s2 
Dezvoltînd cu regula lui Laplace după elementele primei coloane, găsim 
det A = — (n — 2) 2™t, 
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4, Fie funcţia f: D — R? dată prin f(u, v) = (u°, uv, o°), D: u >0, v>0. 
1) Să se arate că este injectivă și imersie, dar nu este surjectivă. 
2) Să se determine f(D) şi să se arate că f-1: f(D) — D este continuă. 


5. Fie funcția f: R? > R, definită prin f(x, y) = x? — ax?y +- by, a, bz0. 
Să se stabilească dacă este injectivă, surjectivă, submersie. 

6. Fie f = (x, y): R? — R?, x =p cos 9, y = p sin 0 şi restricția sa g: 
(0, œ) X (0,2 x) eg aT (x, y) x>0, y= o} 

1) Să se cerceteze aplicabilitatea teoremei funcției inverse pentru f. 

2) Să se arate că g este un difeomorfism global. Să se găsească gl. 

p: j Lan 

D(e, 0) 


nenul (fig. 3.2); 


=p # 040p #0. 2) g este o bijecție cu Jacobianul 


|x? 4 y?, arc cos DPE a entru y > 0 
( Va + y? j 


glx a) = (x, 7) pentru y = 0, <0 


Na? y y, m arc cos ==) pentru y <0 
( ET 
7. Se dă funcția f = (x, y, 2): R? — R’, x =p cos 0, y =p sin 9, z = 


și restricția sa g: (0, 00) x (0,25) X (— œ, œ) — R? — {(x, y, z) |x > o, 
y= 0} 


1) Să se cerceteze aplicabilitatea teoremei functiei inverse pentru f. 
2) Să se arate că g este un difeomorfism global. Să se găsească gl. 


Soluție. Pentru funcția diferențiabilă f obținem 


D(x, y, 2) cos 9 —psin O 0j 
e a p cos 0 0|= p 
Die dă 0 8) 1 
Diaw) a : i tie : 
Deoarece Dleta =p # 0p #0, rezultă că există mulțimi deschise 


din R? pe care f este C” — inversabilă. De exemplu, D = (0, %) x (0, 27) X 
x({— %, %). Imaginea lui D prin f este mulțimea deschisă care se obține 


Əl 
27 b——— 
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z scoţind din R? semiplanul x0z, 


g x>0 (fig. 3.3). Închiderea lui 
AEE T TA ui i a 
gD) D este D=[0, œ) x[0, 27jXR, 


iar f(D) = R’. 

_ 2) Funcţia g este injectivă, 
y Într-adevăr, relația (pu, fi, 

21)=e&(p2, Oa, 22), adică (Pa CCS GPP 
Pa Sin 61, 21) = (pa cos 0z, p2 
að x sin b>, 22), implică (pa, 6, 2) = 
3 = (po, 0a, 22). Functia g este și 
surjectivă deoarece g ((0, œ) X 
x (0,27) X (— œ, %)) = R? — {(x, y, 2) | +20, y = 0} g este un difeomor- 
fism global deoarece este o bijecție cu Țacobianul nenul. 

Rezolvînd sistemul 


-g 


Fig. 3.3 


pcos 6 = x, psin =y, 2= z7, (x, y, je R? — (x,y, 3r z0, a =, 
găsim 
-- — > x 
Vx? y2, arc COS -2 pentru + >0 
~ Í 2] a - 
Wu e 
Dia a d a 

(o, x, 2) = (—4, t 2) pentru v =0, <0 


f re 
(= + 92, m + arc cos Tarra. :) pentru v< 0. 
o E a a a 


8. Considerăm funcția f = (x, y, £): R? — RE, x=r sino ces, =r 
sin ọ sin 6, z= 7 cos şi restricția sa g : (0, æ) X (0, 7z) X (0, 3z) = R’? — 
{æ y,2)|x>0, y= 0}. 

1) Să se cerceteze aplicabilitatea teoremei funcţiei inverse pentru f. 

2) Să se arate că g este un difeomorfism global. Să se găsească gl. 


D(z, 9,2) _ a 
pat ui E j 
D(r, e, 6) 

2) g este o bijecţie cu Jacobianul nenul (fig. 3.4). Restricţia lui g7? 
la > 0, y>0, 250 este 


R: 1) sino # 0er #0 si 9# kz, kez. 


aes z ; y 
gx, y, 2) = adx +y? 2 arc CO UIC SIN pe = | 
Na 30 pa? Li dc ae 


Fig. 3.4 


9. Se consideră funcția £ — (a cos £, b sin £), teR. Să se stabilească dacă 
este injectivă, surjectivă, imersie. 


10. Considerăm funcția f: R—R?, 


E SR ka 

(e a g aneh e 

f) = (0,0) „1=0 
d E ad 


Să se arate că este ditferențiabilă și admite origina ca punct singular. 


k 
11. Fie f = (u, v): R?— {(0, 0)}—>R?— {(0, 0)}, x = ieg v y 


Să se arate că f este un difeomorfism. 


a oa á 5 k 
R: feste bijecţie, Fi = (x, v): R? — {(0, 0)} = R? — {(0, 0), x = 
Că Ai E „ja 
y "PE A este diferentiabilă, deci f este difeomorfism. 
C a a 


12. Se consideră funcția £: R” — R definită prin 
i o 73 
(ii a, seca Xa) = (a — 12) Xa (a — ie) da + >, cu Eta, 
a=1 


pentru n > 4. Să se arate că rangul Aessianei lui f, adică rangul matricei 


„2 
E, este cel mult 2. 
CACI; 


Soluție. Notăm 


et n—3 
Pi = —— = 2( x1 — t) to + Xa + 5 aag El, 
CXI a=l 
cf ð n—3 
þa = — = — 2(71 — ta) ta + (a — a) — aa — > dag EA), 
cY a=1 
cf 
Pa S = i da, Pais == ema), & = l 2, en A — 3 
Cia 
Fie f: R" > R, x= 1,2, ..., n — 2, funcţiile reale definite respectiv prin 


f(a) = yi Ne — Mă, fa) = — Ya 
fafs) =% — ay oes ea) = ete A 
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Notăm f= (î,, fa, ++, fa), f: R? =R Se găseşte 


pa a — Bia 0 OD a u7 

ers —] O O ses 0 

J=) o o 2er: 6 -T i æ ð 
_0 0 (n— 3) c3» o Ud gi 


şi, evident, rang J (f) = n—2, Wye R”. 


Se observă că f.(Pa, s Pa) = 0, a = 1,2, ...;n—2, pe R”. Derivînd în 
raport cu 4%, T= 1, Zu iai 


Da o (u Pi pi, 


adică fiecare dintre vectorii FANI La ap d poate fi privit ca o soluție a sis- 


temului omogen 
a (PJE = 0, a = 1,2, A R 
J=1 Y; 


af, 
Deoarece rang J,„(f) = rang a n— 2 în orice punct din R”, rezultă 
aY; 


a2 
rang fa = rang ad |s 2 pe R”. În (1,0,..., 0) se găseşte rangul doi. 
dx, EREET 

13. Fie funcția diferențiabilă f: R?— R, dată prin f(x, v) = 5° — 
— (x — a)? (x — b). Să se determine punctele critice ale lui f și să se precizeze 
natura lor. 

Solutie. Fie J(f) = [(x — a) (—3x + a + b), 2y]. Minorii matricei J(f) se 
anulează simultan în P(a, 0), deci P este punct critic al lui f. 

Atașăm funcţiei f hessiana sa, d?f(, y) (da, dy) = (—6x + 4a+-2b) dx? + 


+2dy?. Pentru P(a, 0), di(P) (dx, dy) = — 2(a — b) dx? + 2di?. Matricea 
atașată formei d?f are determinantul 
—2(a — b) 0 te 8, 
0 2 


Pentru az b, P(a, 0) este punct critic nedegenerat. 
Pentru a = b, P(a,0) este punct critic degenerat. 


14. Fie f: Rf— R definită prin f(xi, Xa, Xa, 44) = Dle + Xa x3 + Xa% + 
+ xıx4, P(1,0,2, —1) ṣi 5 = (1, 1,0, 1) un vector tangent la Ri în P. Să se 
calculeze Dat(P). 


15. Fie h= —ai —j -- (a + d) k, Va = e pi + (a+ b) 3 —ak, P= 
= (a + b) 7 — aj — bR. Să se arate că Fa Fa, na sînt liniar dependente. 


Să se exprime cîmpul A ca o combinaţie liniară de Y 1 ȘI Va 


Ro (Pin Va Vă =, Pa Pi = Pe 
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16. Fie 7 = (1,2, —5) și P(1,3, —1). Să 
1) f= xy + z, 2) fst vz, f = arc tg 
R: 1) 18; 2) 2032; 3) 1/2. 


se găsească D=i(P) ştiind că: 
) 


~ 
a 
ta 


17. Fie W = ăi TAIA -= xxU la + agU, + x3x2U, un cîmp vectorial pe 
— 
Ri, vectorul 3 = (—1, 1,0, 2) și pi 0, —1, 0). Să se calculeze D3 W(P). 


18. Fie V = —zi + yk și IF = e cos gi i + e sin xj. 

Să se determine: 

1) Dp, 2) DoF, 3) Dpi), 4) Dele), 5).Dp(DpT), 6) Dp — 
— aT). 

R: 1) Dp W = —ae? cos yi — ze” cos y3, 2) DY <a, SĂ D(x W)= 


= ze” cos y (—2— x5) i= xze” (2 sin x + x cos 30 FA 40307) = 
= —e”2 cos y i+ (ey cos v + x sin y) k, 5) D;(Dpi) = (ez? cos y — 
— e” y cos y) i + ye cos sj, 6) Dp(xW — y7) = [y?— "z cos y (1 + xi — 
— ze (sin y -+ x cos x) $, 


19. Cîmpul vectorial (F, wW] = DW — DY se numește croșetul cîm- 


purilor vectoriale ý și I. Să se demonstreze relațiile 
1) Dip, mE = Dg(Dgt) — Da(Dgt), 


2) (F, W = — (W, V}, 
3) (U, 0, Wi + 07,00, FI HPI Ea =0, 
4) #7, gW) = (Dre) W — g (Dpt) V + tel, W). 


§ 2. CURBE 


i. Curbe în R” 


Fie R” spațiul euclidian canonic cu n dimensiuni, T R” spaţiul tangent în 
punctul P la R” şi Jp: R” — T R” izomorfismul canonic. Notăm cu Z un in- 
terval deschis (alteori interval închis, semiînchis sau reuniune de intervale) 
din R. 

i.l. O funcție diferenţiabilă « : I — R” se numeşte curbă și se notează cu g. 

Uneori numai imaginea «(]) este numită curbă. În acest caz a se numește 
parametrizare, iar teI se numeşte parametru. 


De asemenea, din definiția lui a«(7) rezultă echivalența Pea(1) ate], 
F ali). 


12 — Probleme de algebră — c. 264 177 


Ti Deoarece lui « i se ata- 
şează o funcție și numai una 
dli) de tipul «x= Ioa: I > TR”, 
P mulțimea «(7) poate fi privită 
zu) ca fiind descrisă de extremi- 
tatea vectorului variabil & cu 
originea fixată în originea O a 

O lui RR” (fig. 3.5). 


P= alt) 


£ 4 
Dacă raportăm pe R” la ba- 
za canonică, atunci funcţiile « 
Il ——.—) și & sînt caracterizate prin 


Fig. 3.5 coordonatele lor euclidiene 
elt) = (aalt) emca (8), tel 
E = lh) Pa Fat Vl) 0, CEL 


Într-un context în care numai imaginea «(1) este numită curbă, relațiile 
x = X(t), e Xa = X(0) se numesc ecuațiile parametrice ale curbei, iar a = z(t) 
se numeşte ecuația vectorială a curbei. 


i.2. Un punct Pea(]) se numeşte simplu dacă există o singură valoare 
a lui te astfel încît a(2) = P. Dacă există mai multe valori distincte ź astfel 
încît alt) = P, atunci P sc numește punct multiplu (dublu, triplu etc.). În 
general, cardinalul mulțimii s1(P) se numește multiplicitatea punctului P. 

O funcţie diferențiabilă și injectivă «: [> R” se numește curbă simplă 
deoarece ipoteza de injectivitate asigură faptul că «(1) posedă numai puncte 
simple. 

i.3. O curbă au: la, 5. — R” pentru care «(a) = a(b) se numește curbă închisă. 

Această definitie nu are acelasi conținut cu definiția topologică a unei 
mulțimi închise. Într-adevăr, pentru orice curbă «: [a,b] — R", imaginea 

a([a, b)) este închisă în R” în sens topologic, deoarece a este implicit o funcție 
continuă, dar aceasta n-are nici o legătură cu condiția a«(4) = a(b). 

i.4. O curbă g: I — R” se numeşte periodică dacă există un număr T > 0 
astfel încît t+ Tel, alt+ T) = alt), YteI. Cel mai mic număr T >0 
care are această proprietate se numeşte perioada lui «. 

Se poate demonstra că imaginea unei curbe închise admite o reprezen- 
tare parametrică periodică. 

i5. Fie a: I — R” o curbă, Vectorul &'(?) cu originea în a(t) se numește 
vector viteză. Evident x(t) E Tau”. 

Un punct a(t) = Peal) corespunzător unei valori a lui ¢ pentru care 
x'(t) # 0 se numeste punct regulat. Dacă &'(1) nu se anulează pe I, atunci curba 
a se numește regulată. Dreapta determinată de punctul regulat P şi de vec- 
torul & (£) se numeste tangenta curbei în punctul considerat. 


i6. Un punct a(t) = Pea(I) corespunzător unei valori a lui £ pentru care 
g(t) = O se numeşte punct singular, 
Dacă 3n > 1 astfel încît 
Z'() = z") = e = E) =0, ap ad, 


atunci P se numeşte punct singular de ordinul n. În acest caz punctul a(t) = P 
și vectorul (£) t) definesc o dreaptă care se numește tangenta la curbă în punctul 
singular, 
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i.7. O funcție Y care asociază fiecărui że Z un vector YI (t) tangent la R” 
în punctul a(ț) se numește cîmp vectorial pe curba a: 1—R". În particular 
a” este numit cîmp viteză, iar a” este numit cîmp accelerație. 


i.8. Fie « o curbă pentru care imaginea «(1) este conexă. Curba « împreună 
cu o alegere a unui sens de parcurs pe «(I) se numeşte curbă orientată. 

Dacă « este o curbă regulată, atunci se consideră drept pozitiv acel sens 
de parcurs pe (7) care este coerent cu sensul lui 4'(£), adică cu sensul pozitiv 
pe tangentă. 


i.9. Dacă într-o extremitate pa intervalului deschis I avem lim etl = æ, 


atunci spunem că g posedă o ramură infinită. Directia alete corespun- 
zătoare acestei ramuri infinite este dată de 


(dacă există !). 


În ipoteza că ramura admite o direcție asimptotică îi, punctul P = a(t) 
și vectorul îi determină o dreaptă Dp. Dacă Dp are o limită D, pentru £ — to, 
atunci dreapta D este asimptotă ramurii infinite. 


i.10. Fie g: I —R” o curbă și tb, o extremitate a intervalului deschis Z. 
Dacă lim «(/) = A, atunci A se numeşte punct asimptotic al curbei a. 


t>to 


i.11. În studiul proprietăţilor curbelor regulate a: I >R” se utilizează 
următoarele elemente: 


1) viteza, v(t) = |æ (BI, 
2) elementul de arc, ds = v(t) di, 


b 
3) lungimea unui arc de curbă, | v(t) di, a<b; a, bel, 


t 
4) abscisa curbilinie, s = sty dt, s:I1—], 
„4 


5) reprezentarea normală a lui a, B = as: J > R”. 


i.12. Fie au, &:I— R” două curbe care au un punct regulat comun 
Mo = alto) = %a(10). Dacă 


= 


im ăa(?) — i(i) _f 0 pentru i= 1, ...,0— 1, n 
i>i (f— to) 


Ea 


Æ 0 pentru i =n + 1 
atunci se spune că o(I) ṣi (1) au în Mo un contact de ordinul n. 


Se observă că a şi gz au în punctul regulat comun Moun contact de ordi- 
nul z dacă și numai dacă Mọ este un punct singular de ordinul n — 1 pentru 
curba aa — a, sau dacă și numai dacă au loc relațiile 


P =No) K= 0, 1, un şi RPT) sk ap? i: 


Exerciţii şi probleme 


1. Fie curba x: R—R*, a(t) = (sin, 1+ cost, sin -+ cos? ż, sin? f). Să 
se arate că: 

1) « este periodică, 

2) restricţia la [0, =) este o curbă simplă, 

3) curba trece prin punctele (1, 1, 1, 1) şi (0,2,1,0), 

1 I 1 1 1 

4) punctul |(—=, ho —-++-=; —ļ este regulat, iar tangenta la 

) P (3 tR zii i r K 
curbă în acest punct este perpendiculară pe dreapta de direcție d = (1, 1, 
EEY E o E 


Solutie. 1) Deoarece funcțiile sin / și cos sînt periodice, de perioadă 27, 
rezultă a(t + 27) = a(t), VER. 

2) Restricția a:[0, r)—>R* este injectivă. Într-adevär, din altı) = alta) 
rezultă sistemul sin 4 =sinb, 1- cos = 1 -+ cost, sin ģf + cos? t = 
= sin la + cos? t, sin? t, = sin? tz, care are soluția unică fi = tə. 


EE E (2), far (0, LO cad, 


m ; i ; 1 
4) Găsim &'(7) = (cost, — sin, cost — 2cost sin, 2 sin £ cost), (r 
1 1 


1 1 1 1 Ti sfn 1 -= 
1 + —=: — t mn aa. aa w —] S |77 Aa ET. —— —], 1 z 0 

T y ya z) (3) (2) (3 Ja J2 ) 
Deci punctul considerat este un punct regulat al curbei. 


Fie g’ F = dı. Rezultă (d 1 d) = 0, adică Za, d. Deoarece d, este vecto- 
rul director al tangentei la curbă, afirmația din enunț este demonstrată. 


a Š 24 241 
2, Fie curba a: R — {—1, I} —R, a(t) = ! , E a 

i—i Pl #—i 
2 £ 
ipi ps i 


1) Să se determine tangenta la curbă în punctul (—1, 0, —1, 2, 0). 
2) Să se cerceteze ramurile infinite ale curbei. 


, 


Soluție. 1) (—1, 0, — 1, 2, 0) = a(0). Vectorul director al tangentei la curbă 
este 


zip | —1l —202 — 2 —4t —2 —1 
x t) = A a , = u > a 
(£— 12 (212 (P—12 (+1? (— 12 
a'(0) = (—1, —2, 0, —2, —1): Tangenta la curbă este dreapta 
WPL Xo -stl _u-2_ Xs 
—1 —2 0 nnp —1 


2) Curba x ar putea avea ramuri infinite pentru ¿= +œ sau ł= +1. 
Calculăm lim «(?) = (0, 0, 1,0, 1). Punctul (0,0, 1,0, l)eR* este punct 


i | t=z | 
asimptotic al curbei a. 
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Deoarece lim xa(7) = ma Xalt) = lin x(t) = œ, avem lim ||&( || = oo, 
| POR, A t>—1 


deci curba posedă o ramură Sti pi t> —1. 
IROI = NAD E A F a F 4) F = 


N2 + 2 F DE 616 
u~) EFD 


2t) (+1 24 Ë +1, 2(t— 1), t+ 1) 
æ (E) a2 + 284 2—6 


lim za =(o a. t , 0) =7, 

i IN &(0)| J6 6 6 
direcția asimptotică corespunzătoare ramurii infinite obținută pentru ——1, 
Asimptotă nu există. 


Deoarece lim v(t) = lim x(t) = lim x(t) = lim x(t) = oo,avemlim || a(t) || = co, 
= t=i = ti La ai 
deci curba posedă o ramură infinită pentru £— 1. 


n =(3 LOE z=% 
i all \2 2 2 2 


direcția asimptotică la această ramură. Asimptotă nu există. 


3. Fie curba a: R —> R5, a(t) = —(e. 2t, 1 — 2t, TL 2) 


1) Să se arate că g este curbă simplă, regulată ce trece prin punctele 
4(0,0,1,2,0) și B(1,2, 13,35). 


2) Să se determine tangenta la curbă în punctul A, viteza de-a lungul 
curbei, lungimea arcului de curbă 4B. 


4. Fie curba «:[0, n] — Rt, a(t) = (sin £, cos? ż, 5 sin £, 1 — 3 cos? ż). 
1) Să se arate că a este închisă, iar prelungirea a: R — R* este periodică. 


2) Să se determine punctele singulare ale curbei și tangentele în aceste 
puncte. 


ib 


3) Să se găsească viteza și accelerația pentru tọ = PH 


Solutie. 1) a(0) = (0, 1, 0, —2) = a(7), deci curba este închisă. Deoarece 
a(t) = a(t + 27), prelungirea este periodică, de perioadă 2v. 
2) Punctele singulare ale curbei corespund valorilor parametrului 7 
pentru care &'(t) = 0. 
g(t) = (cost, —sin 24, 5 cost, 3 sin 24); 
să a T 
g t = 0 = t = — o 
0) 
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— 


Punctul A[2)= (1,0, 5, 1) este punct singular. 


= 
Determinăm %'(î) = (—sin t, —2cos24, —5sini, 6cos24). Deoarece 
de a CE PY a a #0, acesta este vectorul director al tangentei 


la curbă în punctul singular. 


Tangenta are ecuațiile 


3) z() = NâBli; {5)= a (3)] -e = JTO 


5. Fie curbele 


ai: [0, z] — Rt, «i(t) = (cos, sin? t, 2 + sin z, | — cost). 
3 = \ 2 r 
2: [0, 2] — R$, Ai — 6 ză 1, i b eee a ala db 
a: D071 Rt, mp (3 [e Zrt [Zar +i) 


Să se arate că su([0, 7.) și aa[(0, 7l) au un punct regulat comun în care con- 
tactul este de ordinul unu. 


Soluție. Punctul comun Mg(0, 1, 3, 1) corespunde la = Se găsesc 


w(t) = (—sint, 3sin?tcost, cost, sin t) = a(2)= = (—1, 0,0, 1), 


so- [faat af enma 


=)=(0, ENE 


wilt) = (cos ż, 6 sin ź cos? — 3 sin? ż, —sin £, cost) sa(3 


2 


a(t) = (0, 6, (£ — x[2), 2,0) = è$(z/2) = (0,0,2,0). 


Deoarece a (2) = aa =] = = (0, 1,3, 1), âu(n/2) = & 2) =k wt D 
și i = (7/2) = (0, —3, —1, 0) 4 ž(7/2) = (0, 0,2,0), contactul este de 
ordinul unu. 

6. Să se arate că dacă «:I— R” este o curbă cu viteză constantă, 
atunci &"(t) L&'(t), vel. 

Solutie. Fie P = g(t), teI, un punct arbitrar pe curba a. Vectorul viteză 


în P este Si) Dacă ||&'(4)]|_= const, rezultă (â'(7))” = const. Prin 
derivare (&'(î), &"(1)) = 0 adică &(7) L &'(7). 
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ii. Curbe în plan 
Raportăm planul la reperul natural şi considerăm curba a: I—R?, 
a(t) = (x£), (0). 
ii.]. Dacă P = (x(t), y(£)) este un punct regulat, atunci tangenta și normala 
în P au respectiv ecuațiile 
x — (2) y 0) 
x(t) y'i) 
Presupunem (t) = 1â'(6), 2<k <m, şi că &™(t) nu este coliniar cu 


g(t). Atunci, în vecinătatea punctului «lt} = P, curba are imaginea din 
figura 3.6. 


„20 (0) (x — xl) + (0) (> a) = 0. 


ii.2. Dacă P = (x(t), y(1)) este un punct singular de ordinul n, atunci 
tangenta și normala în P au respectiv ecuaţiile 
2 — st) VW m ' 
D a e, GE) (a — al + aA a — oal) =0. 
> Pe 00 (a — 20) 0 = 0) 


În plus, dacă &W(7) = 2 ă0(0), n + 1<k<sm— 1, şi dacă 32), (t) nu 
sînt coliniari, atunci, în vecinătatea punctului singular g(ż) = P, curba 
arată fie ca în figura 3.6 (pentru n = impar, m = par), fie ca în figura 3.7 
(pentru n = impar, m = impar), fie ca în figurile 3.8 și 3.9. 


zim) 
i (1) A" 


m = par Mapar, P=punct inflexiune 
Fig. 3.6 Fig. 3.7 


n= par, m=impar 
îi 
Pa punct întoarcere speta a întiia P=punct întoarcere speta a douc 


n =par, m =impar 
Fig. 3.8 Fig. 3.9 
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„îi.3. Presupunem că g este o curbă regulată. Funcţia k: (1) — R definită 
prin 


EA, o IE. 
Ey — Ey 


:I—>R 
(pipa 


kog = 


PE E. z y 
se numește curbura lui a, iar Zi (pentru k # 0) se numeşte rază de curbură. 
[£| 


Semnul lui precizează alura lui (7). Mai mult, funcția de curbură determină 
o curbă din plan pînă la o izometrie. 


ii.4. Graficul unei funcţii diferențiabile de tipul f: I—R este o curbă 
plană simplă și regulată. În acest caz y = f(x) se numește ecuația carteziană 
explicită a curbei. 

ii.5. Curbe de nivel. Curbele plane mai pot fi introduse și pornind de la 
o funcţie diferenţiabilă de tipul f:R2—R. Mulțimea 


=") = f(x, wi(a, DER; fix, y) =c, c= fixat) 
se numește ame de nivel constant c sau multime de ecuația cavteziană impli- 
cită f(x, y) = c. Pe scurt se scrie C: f(x,y) =c 
Dacă funcţia f este regulată în punctele lui C, atunci C este o reuniune 


de arce simple și regulate în sensul î.2 şi i.5. In această ipoteză, tangenta și 
normala în (xo, 1) au respectiv ecuaţiile 


| ät ¿f 

(x — 40) — (Xo yo) H (4 — Yo) — (xo 0) = 0, 
Ex êy 
ci cf 

ge 10) 7 (io 10) — (3 — Yo) — (2o Yo) = 


şi Vf este un cimp normal nenul pe C. De asemenea există o parametrizare 
globală a lui C dacă și numai dacă C este conexă. 

Fie (xo Yo) e C un punct critic al lui f în care hessiana lui f nu este identic 
nulă. Dacă det d2f(x9, yo) > 0, atunci (xo, yo) este un punct izolat al curbei C ; 
dacă det d?i(x0, Yo) < 0, atunci (Xo, Yo) este un punct dublu pentru C; dacă 
det d?f(xo, yo) = 0, atunci (xo, Vo) este un punct de întoarcere pentru C. Într-un 
punct dublu sau de întoarcere, direcțiile (1, m) ale tangentelor la C sînt date de 

2 22 ĝ2 
P— o (xo yo) + m. (40, Vo) + m? A 
E xoy 8y" 


(Xo 10) =0, 


Dacă f este un polinom de gradul n, atunci C se numește curbă algebrică de 
ordinul n. 

ii.6. Trasavea curbelor plane. ~ 

Fie «= (x, y): I —R?, x= x(t), y = y(t) o curbă plană. 

Pentru a desena imaginea «(¥) c R? în raport cu axele de coordonate este 
necesar să se urmărească problemele următoare. 


1) Stabilirea domeniului de definiție J, precizarea punctelor de acumulare 
cenu aparțin lui I şi calculul limitelor lui £ — x(7), £ —> y(t) în aceste puncte. 
Precizarea punctelor critice (dacă există !). 


2) Intersecţii cu axele. 
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3) Se cercetează dacă g este o curbă periodică, adică 37 > 0, «(t+ T) = 
= q(t) Vi. Dacă g este periodică, de perioadă T, atunci este suficient să con- 
siderăm restricția a:[0, T] — R?. 

Din faptul că g este o curbă periodică rezultă că ż — x(t), t— (2) sînt peri- 
odice avînd eventual alte perioade decît x. Dacă ţ — x(t) este periodică și are 


perioada T, t— y(t) este periodică şi are perioada Tə, iar a=feg, 
atunci œ este periodică și are perioada T = qT, = pls. s 

4) Se cercetează simetriile lui «(I). Dacă Vel, 3x elI astfel încît 
(1) x(t) = xli), E) = =y, (2) s) = — xli), IE) = yA), (3) xe) =— xl), 
sE) = — yi), (4) xe) = y(t), y(t) = x(t) etc., atunci curba este respectiv 
simetrică faţă de (1) axa Ox, (2) axa Oy, (3) origine, (4) prima bisectoare etc. 
Se observă că sistemele (1), (2) și (3) conțin ca un caz particular studiul pari- 
tății şi imparității funcțiilor = x(t), t— y(t). 

Dacă Jre R astfel încît, vre I, punctul «(7 — t) se deduce din «(7) printr-o 
simetrie (în raport cu un punct sau o dreaptă), atunci rezultă i =y — t 
ceea ce este echivalent cu = L Astfel ż¿ și î sînt simetrice în R față 


- 


de —. În acest caz trasăm porțiunea din (1) corespunzătoare lui I N [7/2, co), 


2 


iar restul se completează prin simetrie. 


A g ; 2 pă 
Dacă « LA se deduce din g(t) printr-o simetrie, atunci rezultă 7 3 
i 


sau W= 1. În acest caz trasăm porțiunea din a() corespunzătoare lui 
10 ([—1,0)uU (0, 1]), iar restul se completează prin simetrie. 

5) Stabilirea punctelor regulate și a semnului curburii în aceste puncte. 
Dintre punctele regulate trebuiesc precizate | punctele de inflexiune și punctele 
în care a”, n = 2, 3,... sînt coliniari cu w. 

Stabilirea punctelor singulare și a tangentelor în aceste puncte (cînd 
există !). Dintre acestea trebuiesc precizate punctele de inflexiune, punctele 
de întoarcere, punctele singulare de ordinul n în care a, m = n + 1,n4+-2,... 
sînt coliniari cu 3 0 și punctele singulare în care &™® = 0, p=1,2,. 


6) Determinarea punctelor tigle şi a tangentelor în aceste tenis, 
Dacă sistemul 4 £ tz, (hi) = x(t), y(t) = y(t) este compatibil (determinat 
sau nedeterminat), atunci soluțiile sale dau punctele multiple. Dacă sistemul 
este incompatibil, atunci curba are numai puncte simple. 


7) Alcătuirea tabelului de variație pentru funcțiile £— x(t), 2— y(t). 
8) Stabilirea ramurilor infinite şi a asimptotelor (dacă există !). Putem 
întîlni situațiile: 


1. lim «(f) = +%, hin y(t) =b. În acest caz asimptota are ecuația y =b. 


tty 


Pentru a decide poziția moat față de asimptotă, din tabel, se citește semnul 
lui w(£) — b în vecinătatea lui &. 


2°, lim x(î) = a, lim y(t) = +æ. În acest caz asimptota are ecuația 
tt i>i, 
= 4 
3°. lim x(t) = + œ, lim y(i) = o. 
i>t ist 
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Li 


y(i) 


Dacă ATN = 0, atunci (1, 0) este direcția asimptotică. Nu avem asimp- 
totă (ramură parabolică). 
Dacă lim i ARE 0, atunci (0, 1) este direcție asimptotică. Nu avem asimp- 
totă ine i carbon, 


Dacă im = m, atunci (1, m) este direcție asimptotică. Dacă lim(y(1)— 
tot, X tota 
— mx(t)) = n, atunci avem asimptota y = mx + n. Dacă lim y(t) — maxu) = 
it 
= + œ, atunci nu avem asimptotă (ramură parabolică). 


9) Trasarea curbei. 


Exerciţii şi probleme 
7. Fie curba «= (x, y): R—R?, x(ċ) == (2 cost + cos 23), y(t) = 


= = (2 sin 4 — sin 24). 


1) Să se arate că este a periodică. 

2) Să se arate că a«([0, 27]) este închisă, simplă, dar nu este regulată. 

Curba a se numește hipocicloida lui Steiner, (fig. 3.10). 

8. Fie C:f(x, y) = 0 o curbă plană orientată și i un vector nenul tangent 
la C în PeC. Să se arate că baza (5) a lui C, este coerentă cu orientarea 


lui C, dacă și numai dacă direcția tangentă pozitivă în P este Ei 
) 
Soluţie. Fie 6 unghiul dintre Ox şi direcția orientată N(P), unde N(P) 


= 


este unitar. Atunci N(P) = (cos 9, sin 0), 
3() = |71] (cos = == o) =i = SR ) = J7 8, — cos 6). 


Dacă direcția tangentă pozitivă în P este Ta: TEI 
J d 


atunci N(P) se obține din aceasta printr-o rotație de unghi ra în sens direct 


= (sin 0, —cos 6), 


trigonometric (fig. 3.11). 
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9. În fiecare dintre cazurile următoare, să se determine o parametrizare 


a curbei C: f(x, y) = 0. 
t) f(x,y) = să pi 8x2y — 69, 
2) flx, y) = (y — 1 + 21 2), 
3) f(x, y) = a — ax? + ay? 


Solutie. 1) Intersectăm curba (fig. 3.12) cu un fascicul de drepte cu virful 
în origine. Pentru x = 0 rezultă y = 0 sau y= 6. Pentru y= tx, tER, obți- 


nem xi(1 + 11) = 6x? — 8ta?. Mai întîi, x° = 0 conduce la punctul triplu (0, 0). 
Apoi găsim i 
Ri __ 203 4) i lea 22(342 — 4) dă. 
144 ` + 

2) Intersectăm curba (fig. 3.13) cu un fascicul de drepte cu vîrful în (2.1). 
Pentru x=2 rezultă y= 1. Pentru y—l=1x—2), teR, găsim 
(x — 2) (P(x — 2) + 27) = 0. Dacă x= 2, atunci y = 1; punctul (2, 1) se 
regăseşte si pentru = 0. Pentru t # 0 şi P(x — 2) + 27 =0 găsim x = 

= 2 — 2760, y= 1 aTe. 

3) Intersectăm curba (fig. 3.14) cu fasciculul de parabole de ecuație 
ay = Bx, a, BER, a + B? # 0. Pentru x? = 0 găsim y? = 0, deci punctul 
dublu (0, 0). Pentru y = tx, teR, obținem xx -+ ax — a) —0. Cazul 
x? = 0 corespunde punctului de întoarcere (0, 0). Apoi, pentru zeR, găsim 

a oà at o 


i 


—, y= 
1 + ar (Ura 


EE 
Ry a>0 


Fig. 3.14 Fig. 3.15 


4+2 34 
> VW?) Să 


10. Se dă curba « = (x, y):R — {1} > R?, x(t) = 
(fig. 3.15). 


1) Să se determine punctul de intersecție al curbei cu axa Oy, tangenta 
și normala la curbă în acest punct. 
2) Să se determine asimptotele curbei. 


Soluţie. 1) Curba se intersectează cu axa Oy în punctele pentru care x = 0, 
adică £ + 2 = 0. Se obţine f =? —2 căruia îi corespunde punctul (0, 72). 
Vectorul director al tangentei la curbă are coordonatele 


—92 —6P — 3 
x (i) = , y= 
(= CE y(i) ei 
Pentru f = Y —2, se obțin x'(40) = — Y 4, y' (ĉo = 1. Se găsește tangenta 
de ecuație x +Ẹ4, y—2=0 şi normala de ecuație xĵ4 — y + Ẹ2 = 0. 
3 
2) Calculăm mi a x(t) = he Et Eu f, 


> 200 E s 1 


lim y(ż) = lim = 


i>to t>o P= 


Am obținut astfel punctul asimptotic al curbei A(1, 0). 
Deoarece, lim | x(ż)| = œ, lim |y(ż)| = æ, pentru t7 1,4N 1, curba are 
î=l i>i 


ramuri infinite. 


Limita lim JUL tt) E. a 
t>1 x(t) bei. 4-2 


Deoarece nay (t) — x(t] = im | 


= 1, arată că direcția asimptotică este (1, 1). 

3 +2 
ł—1 8-1 
infinită a curbei, pentru î — 1, are asimptota y = x. 


j= 0, rezultă că ramura 


11. 1) Să se arate că v= 2t? y y= SE a , tER, este o curbă 
1+ 2 1+A 
simplă. 
2) Să se determine punctele singulare ale curbei și tangentele la curbă 
y în aceste puncte, 


3) Să se determine asimptotele curbei (fig. 3.16). 


12. Fie curba x= 47 — sin 44, y= 8sinf żź, 
teR şi P un punct al arcului OA obţinut pentru 


T ? ; ; 
O<ż¿<—. Să se calculeze lungimea arcului s = 


N 


= 6P. Tangenta în punctul P la curbă, taie 
axa Ox în punctul T. Să se verifice că s= 
` Fig. 3.16 = k-d(P, T) şi să se determine constanta k. 
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Solutie. x' = 4(1 — cos 41) = 8 sin? 24 = 32 sin? £ cos? £, 


y’ = 32 sin? £ cos £. 
„SII PRR RER i 

s = Nx y? di = s2| sin? £ cos £ di = S sin 3t 
0 “0 


d(P, T) =Z N7 F = 8 sin?’ t; s= d(P, T). 
X 3 
13. Să se calculeze abscisa curbilinie 
și lungimea primei arcade pentru ci- 
cloida x = a(t — sin î), y = a(l — cost), 
teR (fig. 3.17). 


Soluţie. x' = a(l—cos t) = 2a sin? $, 


, 4 i 


y a VOR ds = 
DR a ig. 3.17 
=V? F y? di = 2a sin — dt, ii Ata 
Pentru arcada t€e[0, 27, se obţine 
sau A i | t 
s= \ 2asin— di = — 44 cos— | = 4aļ 1 — cos — f- 
i 2 IA 2 


Lungimea primei arcade este / = 8a. 


14. Fie C o curbă plană orientată, P un punct al său şi a: I — C o para- 
metrizare locală de viteză unu a lui C cu a«(0) = P. Presupunem k(P) z 0. 
Pentru QeR? și r>0 definim f:I—R prin (t) = || Z(H — Fall — 7, 
unde 7, este vectorul de poziţie al punctului Q. 

Să se arate că Q este centrul de curbură și y este raza de curbură a lui C 
în. Pe f(0) =t[0)= F(0) = 0, 


15. Fie C o curbă plană orientată, P un punct al său și N(P) versorul 


normal de orientare în P. Să se arate că dacă «: I — C este o parametrizare 
— 


locală de viteză unu a lui C cu aft) = P şi A(t) = (2(7) — Z (to), N (to)) (fig. 3.18), 
atunci A(io) = W’ (ta) = 0 şi h” (f) = k(P). 


Ay 


0 xX 
Fig. 3.18 Fig. 3.19 


16. Un cablu omogen de lungime 2, avînd greutatea pe unitatea de lun- 
gime p, este suspendat cu cele două capete pe aceeași orizontală (fig. 3.19). 
Unghiul făcut de tangenta la cablu cu orizontala în punctele de suspensie 
este . 
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1) Să se determine punctul de pe cablu în care curbura este maximă. 
2) Să se calculeze tensiunile maximă T, minimă T, și săgeata f a cablului. 
Solutie. 1) Cablul suspendat ia forma lănțișorului. d n carteziană a 


curbei este y=achŽ, a>0. Avem y = TEA ye = hž, k(x) = 
a a 


1 : Ş $ z 

șa și raza de curbură, r(x) =a ch? Ž , Punem condiția ca x — r(x) 

a 
a ch? — 


să aibă un extrem, adică 2- 0. Rezultă si N wa 0. Deoarece 


x a 
3, | 
ar = £ Pa = £ > 0, punctul x = 0 este punctul de minim pen- 
dz? l-o a a ha a 
tru raza de curbură, deci punctul de maxim pentru curbura lănțișorului. 
Astfel, vîrful lănțișorului (punctul de pe cablul suspendat în care curbura 
este maximă) este punctul (0, a). 


2) Folosind ecuația lănțişorului se obține panta tangentei la fir în punc- 
tul B, e = tg 0, deci sh Lo tg 8. 
a 


x Jg 


Expresia lungimii de fir AB este } = a sh 2. = atg 0, de unde rezultă 
a 


a= lctg ð. 


Tensiunea în punctul A, Tọ = pa = pl ctg 9. Proiecţia tensiunii pe ori- 
zontală fiind constantă, rezultă 


T mas = Te To == » ii 
cos 6 sin 9 


Se mai poate scrie 


: Tep —ba l(1— cos ® 
Ta = pya = pla +f) şi f= U eost, 
$ sin 9 

17. Fie f:[0, 1] — [0, 1] o funcție de clasă Ce pentru care f(0) = O ṣi f(1) = 1 
şi fie G(f) graficul său. Se poate ca lungimea arcului lui G(f) să depășească lun- 
gimea arcului lui G(fef)? 

18. Fie « :[0, a] — R? o curbă simplă, închisă, cu viteza unu, a cărei 
curbură k nu se anulează în nici un punct, Fie y =- raza de curbură și A 


aria domeniului plan mărginit de a([0, a]l). Să se arate că 
d: [fă R CA as 
a<z] r(s) ds + a 175) ds. 
2 0 8 -0 


Pentru care curbe avem egalitate? 


19. Să se construiască curbele de nivel f-1(—1), f-1(0), f-1(1), pentru 
f(x, y) = x? — y?. În fiecare caz să se cerceteze în care puncte spaţiul tangent 
va fi (Vf(P)JL 
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20. Să se găsească o parametrizare globală pentru fiecare dintre următoa- 


rele curbe, orientate prin unde f este funcția definită de membrul 


„VE 
stîng al fiecărei ecuații. 
1) ax + by =c, b #0. 
2 2 
E: yE 
a a a bz0. 
3) y— ax =c, a # 0. 
4) x — y =l, x>. 
21. Fie curba C = £-1(0) unde f(x, y) = °x + 
+ ay? + x? — ax? (fig. 3.20). Să se arate că origi- 
nea este punct dublu pentru curbă. Să se deter- 
mine tangentele la curbă în acest punct. 


Solutie. Se determină punctele critice ale lui f 
din C care sînt date de soluţiile sistemului 


X p xy paya =0, 
3x + y? — 2ax = 0, 
2%y + 2ay = 0. 


Se găsește (0,0) singurul punct critic al lui C. Fig. 3.20 
Axen 


d2f(x, y) = (6x — 2a) dx? + 4y dx dy + (2x + 2a) dy, 
aĉ?f0, 0) = (—2a) dx? + 2a dy?, det d?f(0, 0) = —4a? < 0, 
deci (0, 0) este punct dublu pentru curbă. 


Tangentele la curbă în acest punct au parametrii directori (7, m) dați de 
ecuaţia 


2 2 
—2a + 1-20 =0, adică T F= 0; 


Pantele tangentelor la curbă sînt +1, deci tangentele la curbă în origine 
sînt bisectoarele axelor, x = y, ¥x = — y. 


22. Să se construiască curba x = #(3:— 2), y = i(t — 1), te. 
Solutie. lim x(t) = œ; lim y(t) = œ, Din x= 0 = 4 = 0, t = 2/3. Deci 
ft> isto 

curba taie axa Oy în punctele (0, 0) şi (0, —2/9). 

Din y = 0 = th = 0, = 1. Deci curba taie axa Ox în punctele (0,0) 
și (1, 0). Curba nu are simetrii. 

Puncte regulate. Puncte singulare. 

Vectorul viteză, &'(2) re coordonatele x'(t) = 612(24 — 1) ṣi y'(£) = 24 — 1. 
Din x'(£) = 0, y(t) = 0 = t = 1/2, punct singular. Deoarece &”(1/2) = (3, 2) 
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și &'”(1/2) = (24,0) nu sînt coliniari, deducem că punctul A(—1/16, —1/4) 
este punct de întoarcere de speța întîi. Tangenta în acest punct are ecuația 
x+ 1] 16 _ y 1/4 
3 2 
de inflexiune. Deoarece +'(0) = x”(0) = 0 rezultă că &”(0) este coliniar cu 
&'(0). Deci originea este punct de inflexiune. Alte puncte de inflexiune nu 
mai există, deoarece ecuația &"(£) = A€’ (t) nu are alte soluții în afară det = 0. 
Puncte multiple nu există, deoarece sistemul (34 — 2) = A(3le — 2), 
tli — 1) = kli — 1), bi # t este incompatibil. Deci a este o curbă simplă. 
Ramuri infinite. Asimptote. Pentru t— — oo se obțin două ramuri infinite. 


Deoarece lim | = 0, ambele ramuri admit direcția asimptotică (1,0). 
t>zo y% 
Nu există asimptote. 


Tabelul de variație pentru x şi v (fig. 3.21) 


„ Printre punctele regulate (+3 1/2) căutăm puna 


t [= 00 0 1/2 1 (e; 


H L O 
x | NO x iiai Ac 
i | =- f p 

Îl te roro 


Fig. 3.21 


23. Curba x = sin , y = cost, te[0,4 7], se numeşte curba Lissajous. 


1) Să se construiască curba. 
2) Să se determine ecuația carteziană a ei. 
Soluție. 1) Intersecjii cu axele. Simetrii. 


Fie Z = g(t) = x(t) y x(t ) j ecuația vectorială a curbei. Deoarece &(0) = 
= (47) = (0 1), deducem că g este o curbă închisă. Din v= 0 rezultă 
iki 27, în, deci curba taie axa Oy în punctul triplu (0,1). Din y=0 


5 = a și astfel curb- taie axa Ox în punctele 
duble (—V2/2, 0) şi (N2/2,0). 
. (t+ 2r) TE i 
Deoarece sin a SA = — sin T cos (t +— 27) = cos, rezultă că a este 


simetrică în raport cu axa Oy. Este suficient să construim imaginea pentru 
te[0, 27], iar restul îl completăm prin simetrie. 


Puncte regulate. Puncte singulare. 


y 
> 
Il 
a 
Ea 
| 
Ua 
ă 


z’) = 1/27 cos $ — 7 sin t; 3'(1) =Ù 
Se obțin punctele singulare (—1, —1) și (1, —1). 
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Deoarece  ă"(/) = — —î sin — — 7 cost, 7” (À = —— i cos— 4- 
(2) 4 > Í (t) Fi 7 zj 
7t amj = f sin 4+7 cos găsim 
2 16 2o i 
>n I> [i a =e l = a 
Pa) = iri, Ri 
C =e, a ES — 9 
i -> -> l > s 
aiz) = —1i — 7, RM(3z)= ——i— 3}. 
B= gma (37) at= 


Rezultă că punctele ! = ~ și £ = 37 sînt puncte singulare de întoarcere de 
speța a doua. Tangentele în aceste puncte au ecuațiile y = —4r + 3, y = 
= 4x +3, 

Nu există puncte de inflexiune. 


Puncte multiple. Din sistemul sin = sin t, COS f1 = COS fb to, de- 


ducem t = 2r — ia T <hs2z; ti = 6r — la 3m < taxs4r. De aici re- 
zultă că (—1, —1), (1, —1) sînt puncte simple; te (0, z) U (x, 2r) U (27, 37) U 
U (37, 4) sînt puncte duble; (0, 1) este punct triplu. Deoarece curba este 
simetrică fată de Oy şi deoarece punctele corespunzătoare lui / E(x, 27] se 
suprapun peste punctele że[0, =) (punctele że (37, 47] se suprapun peste 
punctele te[2z, 37)} pentru desenarea curbei este suficient să trasăm por- 
ţiunea f€[0, x], iar restul să completăm prin dublare și simetrie. 


Tabelul de variație (fig. 3.22) 


La 0 4 =I A 0 At 4 0 Swizz 0 Zi 


z lo F . £ i 3r 3 A da 
| 2 2 2 
| = = = 
E | 2 2 Z 
inž io a 2 4 INFO e E mp să pe ăi pa 
| 


2) Se observă că: 
teln] e y = 1—2, xeli, T, du: 
arc de parabolă; 
telO, =) U (3m, 47) = y= 1 — 242, 
xe(—1, 1) arc de parabolă; 
t= 4r = x= l, y= l, un punct. Fig. 3.22 
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13 — Probleme de algebră — c. 264 


Precizare. Extensia lui a la R este o curbă periodică de perioadă T = 4r. 
Toate punctele acestei curbe sînt multiple. În particular punctele (—1, —1) 


și (1, —1) sînt și puncte multiple şi puncte singulare de întoarcere de speța 
a doua. 


24. Să se determine înfășurătoarea următoarelor familii de curbe: 


1) (x= a} + y- — = 0; 


a? 
EJ 


2) Akas | = 0, cînd a” + B” — a” = Q (a = const); 
A 
E -. 
n „NR m m 
3) AN de AN menirea „cînd [| + E: — 1=0, a, b constante. 
% B a b 
R: 1) y= x; 2) Fip yti ati; 3) (=) +2) = 
a b 
25. Să se determine evolutele pentru curbele: 
2 y 


2) x = a(t — sin t), y = a(1 — cos), 
R: 1) astroidă alungită (fig. 3.23); 2) cicloidă. 

26. Se consideră curbele x: R— R?, (7) = 
=| A ; , e) și x: R—> R”, alt) = (sn t, 


i 
T i a i E 

1) Să se arate că M(0,i) este un punct 
regulat comun celor două curbe. 


2) Să se arate că în acest punct curbele 
au un contact de ordinul doi. 


Soluţie. 1) Mo(0, 1) se află pe ambele curbe 
și Mo = a(0) = &a(0). 


a be i? șI 
Fie gig = TE Pi i +e. Rezultă 


=a 1 reS z = ai w z =: - . 
a = ETA T + e, Z0)! = 420 şi deci Mo este punct regulat 
Er n 
pentru o. 
zas 2? Ea > Ani 
Fie &a(t) = sin ti + E PAL :) j. Găsim 
Zilte) = cos fi + (+ 1) F, IZO = 20, deci Mo este punct 

regulat pentru gs. 
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2) Trebuie arătat că 


lina ăa(1) — = 0, penio ENA. 
230 (t— to) + 0, pentru i= 3. 
iali) =) = (sint — s i i la BA+LI+L1— “i, 
a Amt. SR PE PPR a ÎI 
t0 p 1+0 41 


z = [A zi -> N. = = 
lim Zelt) — Elt) _ üm 1 Pa. 1, gs tpl e ri PE] 
1-0 t 1-0 i P4 i 2 t ` 


im- — al, — lim [| E, aa ); $ 
1-9 P 1=0 E 42 + 1) 
t PN o _ 
A- E E FR di haa 7 = 0, lim čali) — ailt) aali) #0, 
2 ł £ £ t0 È 


deci Mo (0, 1) este punct de contact de ordinul doi. 


iii. Curbe plane în coordonate polare 


iii.]. Presupunem că planul xOy a fost raportat la un reper polar și că 
punctului (x, y) îi corespunde punctul (£, 6). În această ipoteză, o curbă 
plană mai poate fi dată și prin ecuația polară p = f(0). 

iii.2. Fie (p, 0) un punct al unei curbe date, diferit de pol. Unghiul V 
dintre tangenta în acest punct și raza vectoare corespunzătoare este dat de 


te V = t, Dacă considerăm un reper cartezian adecvat: OX este pe raza 


-) 
vectoare corespunzătoare punctului (p, 0), iar OY este perpendiculară pe OX 


astfel încît XOY să fie un reper orientat pozitiv, atunci tangenta și normala 
în (p, 6) au respectiv ecuațiile (fig. 3.24). 


5 


P 


Y=E(X—- a şi PY +ă—p=0. 


ii B o am 
Mărimile algebrice OT = £ şi ON =p se 
P 


numesc sibtangentă polară "şi respectiv sub- 
normală polară (fig. 3.24). 


Dacă curba considerată trece prin pol, 
atunci tangenta în pol face cu Ox unghiul 9, 
care anulează pe p = f(6). 


iii.3. Punctele multiple ale unei curbe dată prin p= f(0) se gă- 
sesc rezolvînd ecuațiile 


(9) = f(02 + 2kx), f(0.) = — f(O: + z + Zkz), kez 
iii.4. Forma curbei se stabilește cu ajutorul semnului curburii 


T aia. cnd, a 
(p* + p'3)%/2 
Pentru Å> 0 corespund puncte în vecină- 
tatea cărora curba se încovoaie în sens opus 
polului, pentru k < 0 corespund puncte în ve- 
cinătatea cărora curba se încovoaic către pol, 
iar pentru k = 0 obținem de obicei puncte de 
inflexiune, 
iii.5. Valorile lui 0 pentru care limita lui 
= 1(0) este infinită dau direcțiile asimptotice. 
Fie O o direcție asimptotică. Notăm d = 
= lim ọsin (0 — ð). Dacă d este finit, atunci 


Fig. 3.25 


9-0, 
curba admite o asimptotă a cărei ordonată la origine este d (fig. 3.25). Dacă 
d =œ, atunci curba are o ramură parabolică. 


Exerciţii şi probleme 
27. Fie curbele plane date prin următoarele ecuații polare 
1) p=a sin 0 sin 20, 0e SE au z], 
2 12 
2) p= a cos $8, 6e[—27, 27]. 
Să se cerceteze dacă sînt închise, simple, regulate. 


R: 1) e(-2)= (3) = 0, deci curba este închisă. 


Nu este simplă, deoarece | =- a =p EA = p(0) = 0, deci polul este 
L 
punct triplu pentru curbă. 
p'(0) = 0, deci curba nu este regulată. Polul 0 este și punct singular. 


2) Curba e închisă, nu e simplă, nu e regulată. 


28. Curba p=f(0) +a, a>0, se numește concoida curbei p = f(0). 
Să se determine 

1) Concoida cercului (melcul lui Pascal ). 

2) Concoida unei drepte (concoida lui Nicomede ). 


Soluţie. 1) Considerăm ecuaţia în coordonate polare a cercului de rază a, 

ce trece prin pol și are ca diametru prelungirea axei polare (fig. 3.26). Un 

unct M al acestui cerc are coordonatele polare OM = p și & 0 = Xx0M. 

n AMON avem OM = ON cos 6, = 2a cos 6, = 2a cos (180° — 0), OM = 
= —24 cos b. 
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Fig. 3.26 Fig. 3.27 


Adăugăm razei vectoare mărimea constantă k = 2a şi obținem o con- 
coidă, de ecuație p = 2a — 2a cos 0, sau p = 2a(l — cos 0) care este o 
cardioidă (vezi fig. 3.27) descrisă de punctul P. 


2) Considerăm o dreaptă perpendiculară pe axa polară la distanța d de 


pol. Avem OM = p = . 
cos 0 


d 


cos 8 


Concoida va avea ecuația ș = +a. 


Dacă se schimbă a în —a se obține ecuaţia 2 = 


— a, care reprezintă 
cos 6 


aceeași curbă, căci se poate deduce din prima schimbînd pe 0 în m + 0 și pe 
pin —g: 


Deci, ecuaţia p = 


3 + a reprezintă curba compusă din două arce 
cos 


distincte obținute respectiv prin mărirea și micșorarea razei vectoare a unui 
punct curent M de pe dreapta considerată iniţial cu aceeași lungime a. 


Considerăm ecuația ọ = — a, unde a şi d sînt pozitivi, Schimbînd 


cos 9 
pe 0 în —6, p nu se schimbă, deci curba este simetrică față de axa Ox. E 


— 
To 


suficient să considerăm 6e[0, z] — | 2 . 


Deoarece lim e(0) = œ, lim p(9) sin [9 — Z |=lim e -ani 0)= 
E. Eci 2 „El COS 0 ] 
zi >73 >F 
= lim (—d+ a cos 0) = —d, rezultă că asimptota curbei este chiar dreapta 
0E 
inițială. 


Poziţia curbei față de asimptotă este dată de diferența psin(o =- F 


T 


— (—d) = a cos 6, pozitivă pentru 6 < — și, negativă pentru 0 > 


wj a 
N 
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Vom considera trei cazuri. 
Cazul I: d > a (fig. 3.28) 


4y 
IO ari | 7 
| TE ce PI ba e z 
2 | 2 
fi 
o flies + + + $ 0 
— (d+a 
e! poa) 7 tai 
| se | — œ 


Cazul II: d <a (fig. 3.29). O este punct dublu pentru curbă. 


T | T å: 


(3) | 0 Z —— 0 mr î 0 i T 
— 


Fig. 3.29 Fig. 3.30 


Cazul III: d = a (fig. 3.30). O este punct de întoarcere 


T 


5 
[4 


-0 |ž+0 
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de prima speță. 


29. Un punct M execută o mişcare plană astfel încât viteza lui areolară în 
raport cu un punct O este proporțională cu raza vectoare, Q = kıp. Știind că 
în momentul inițial p = pp avem Up, = Ra, să se studieze mișcarea punctului. 


30. Să se determine elementul de arc, cosinusul și sinusul unghiului 00 
format de raza vectoare și tangentă, pentru fiecare din următoarele curbe: 


1) p = 49 (spirala lui Arhimede); 2) p = > (spirala hiperbolică ) 3) ș? = 


= aq cos 25 /lewmmiscata ). 


A A EE mara: dp l 
R: 1) ds =V 0 -odb =a +0 d0; cost = — = =— y 
) pre N d os ta > TFE 
d6 6 
sin 60 = p— = == 
ds «1-— 62 
2) ds= ANTI © dô; COS ® = — =>, sin h= Loa 
p2 NI 62 NI 6 
2 
3) ds= £ dê; cos 0; = — sin 20, sin 09 = cos 26. 
=) 
citi a À 3r 
31. Să se construiască curba p = 3» A(n + nar keZ. 


cos? — 


Curba este reprezentată în figura 3.31. 
32, Să se determine asimptotele curbelor: 


s'2 
ij p EERE pe pm aleasă + its 
cos A 
3) p= EN, mal A 
cos 29 
Soluție. 1) Domeniul de definiţie, 
R E Ei „H = impar. Fig. 3:31 
| 2 
9 == dă o direcție asimptotică a curbei. 
SO a : „__4cos20 . EL: j 
Considerăm d = lim p sin (0 — 0) = lim ——— sin | 0 — — | = a. Atunci 
Led: asz COs0 2 
asimptota curbei este dreapta de ecuatie 
d a a 
p= sau ẹ = SEINI! 2 ANII aa a = 
sin (6 — 00) sn(o E =] cos 0 
2 
2) Ecuația curbei se mai poate scrie 
p=a 1120 ponani de definiție, R lin E. fa + z, kez, 
1—tg8 4 4) 


Curba admite două direcții asimptotice și za 


și anume h = i și = 
5 : 7 ; g a 
=-7. Calculăm d = lim ọ sin | 8 — — | = lim 4 E hu. A sii |0——l= 
4 of. 4 ex 1—tgo 4 
4 4 
P sn(o = z] 
= alim eg sin(0 — A za ah DA ri E 
e i 9-4 cos 6 — cos[ — o) 
2 
sin(0 — =) 
fag 4 
= 4N 2 lim —a. 
0-3 —2sin —sin| 0 —— 
4 4 
; A În 
Analog, d, = lim gsin| m = —a, 
Sr 4 
t+ 
Cele două asimptote ale curbei au respectiv ecuațiile: 
a ; a è , 
pare ie em N află la distanța a de pol. 
sin E: — o) sin r — o) 
4 
3) Doraeniul de definiție, R — [er ei Ti kz + i, kez 
; i i t 3R a a 
Direcţii asimptotice, 0 = — și 0 = —, b= ——, d = — — 
| p I a gi 49 ze Hu > 
Cele două asimptote, ọ N. S şi e ie 


sin [2 — o) 
4 


33. 1) Să se stabilească coordonatele centrului cercului osculator într-un 
punct arbitrar al unei curbe plane dată în coordonate polare. 


2) Să se determine destășurata spiralei logaritmice, p = e*, 


iv. Curbe în R? 


Raportăm spațiul tridimensional la reperul natural și considerăm curba 
a= (4, y, z): I = R?, x= x(t), y = y(i), 2= z(t). 


iv.l. Dacă vzel, Ja, b,c,d astfel încît ax(t) + by(t) + czt) + d= 0, 
atunci a se numește curbă plană. În caz contrar se numește curbă strîmbă. 
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iv.2. Fie P = (x(t), v(), z(2)) un punct regulat al lui «. Tangenta și planul 
normal în acest punct au respectiv ecuaţiile 


x — (0) _ 9 — IH 2 — 20) 
x'(t) y(t) 2 (£) 
xex — (0) + yy — (9) + (ee — 20) = o. 


iv.3. Dacă P = (x(t), s(t), 2(0)) este un punct singular de ordinul n, 
atunci tangenta și planul normal în P au respectiv ecuațiile 


DD N 
(E) (x — 0) + V (9 — 90) + l) (e — 20) = 0. 


iv.4. Pentru! studiul unei curbe regulate din spațiu se folosesc elementele 
dui Frenet: 


7 


E x 
1) cîmpul tangent, T = —— >) 


>e jj 
(i 


|& 
2) cîmpul normal principal, N= B x T, 


en —; >y 
3) cîmpul binormal, B = AET (ipoteză: k > 0), 
ia xg” 
H i 
->t >n j) 
4) curbura, k = Aex, 
a? 


LDE DR 
5) torsiune, t = A ik . 
axa] 


Acestea intervin în primul rînd în relațiile 


SI, = koN, AX = kIT -i -uB, 2e = —sN, 
dt di 


care se numesc formulele lui Frenet, 


iv.5. Muchiile și fețele triedrului lui Frenet au următoarele denumiri: 


tangenta, normala principală, binormala, plan osculator, plan normal şi plan 
vectificant. 


iv.6. Funcţia de curbură k > 0 și funcţia de torsiune r determină o curbă 
din spațiu abstracție făcînd de o izometrie; 


= 0 « este o porțiune dintr-o dreaptă; r=—0a este un arc de 
curbă plană; k = const. > 0, t = 0 g este un arc de cerc; k = const > 0, 


. $ . $ 
< = const # 0 este un arc dintr-o elice circulară; — = const + a este 


un arc dintr-o elice cilindrică etc. 


iv.7. Curbele din R?’ mai pot fi introduse și pornind de la funcții 
diferențiabile de tipul F = (f, g): R? — R?. Multimea C = F~ (a, b) = 
= | (x, y, 2) | (x, y, 2) ER?, f(x, y, 2) = a, g(x, y, 2) = b}, se numește mulțime 
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de ecuații carteziene implicite f(x, v, 2) = a, g(x, y, 2) =b. Dacă C este nevidă, 
iar ( este regulată în punctele lui C, atunci C este o curbă și anume intersecția 


a două suprafețe (vezi $ 3). 
Dacă P(20, Yo, 29) este un punct regulat al curbei C, atunci tangenta și 


planul normal în acest punct au respectiv ecuațiile 


2 — Xp m a ^o & — 20 


Dif.s) DUD DU) 

D(40, 20) D(zo Xo) D(xo Y0) . 
D(f, g) peara NLE n gaa PEN i 
Dlo 20) G 2) F(z ) i 


D(zo, 0) “Dia 


Exerciţii şi probleme 


34. Fie x:[z,27)— R?, a!i) = (+ SE gm 24, č cos ) gi Be, = 


— R?, plu) —"(a(1 — 12), Bu NT = u2, cm. Să se arate că a și Bau acecași 


imagine. 

Imdicaţie. Fie h:[z, 2m —[—1, 1], dată prin = cost, Rezultă t= 
= h-1(4) = z + arc cosu. B= achri:[—1, 1j— RE, adică p este o repa- 
rametrizare a lui g prin A. Cele ccuă parametrizări reprezintă curba C = 

>34 «A „E pă 
= 1y 3 P v: e ai i AE E a, 
= (a, en fate Ga =b em 
C C [i [îi 


35. Fie curba x = 1 + 2, y = ËP +Ë, z= 56 + 2° +2, te. 

1) Să se arate că este o curbă simplă, plană și să se găsească planul curbei. 

2) Să se determine punctul singular al curbei, tangenta și planul normal 
în acest punct, 

R: 1) 7=0, 3x+2y—z— 1=0; 2) Punct singular (1,0,2). Tan- 


genta: ad- E aaa . Planul normal: y + 2z — 4 =0. 
0 2 4 7 

36. Fie curba y =a cos? t, y= aN2 sin i cos t, 2 = a sin”, te. 

Să se arate că se află pe un con (fig. 3.32). Să se găsească ecuațiile 
carteziene ale curbei. Să se determine planul ei 
osculator în punctul [3 az, id 5 
2 2 2 


37, Fie curba C: x? +y? 2 l6 = 0, 
j+ z—4=0 

Să se determine proiecția curbei C pe pla- 
nul vOy. Să se obțină o reprezentare parame- 
trică pentru curbă. Să se determine elemen- 

> > > 

tele lui Frenet T, N, B, k, pentru curba C 
în punctul (0, 4, 0). 

Soluţie. Curba C este un cerc în spațiu, care 
se obține intersectînd sfera cu centrul în ori- 
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gine şi raza 4, cu un plan paralel cu 
axa Öx (fig. 3.33). Proiecţia curbei pe 
planul xOy este o elipsă și ecuațiile sale se 
obţin eliminînd pe z între ecuațiile sferei 
și planului și adăugind ecuația z = 0, 
anume 4? +2(y — 2) — 8 = 0, z = O sau 
CaN t iai a — 1 = 0, z = 0. Elipsa are 
8 4 
centrul (0, 2, 0) şi semiaxele 22 și 2. 
Ecuatiile parametrice ale ei sînt x = 
= 242 cos i y = 2+ 2 sint, z=0, te 
e[0, 27). Înlocuind expresia lui y în 
ecuația planului y + z — 4 = 0 obținem 
z = 21 — sin £). 

Ecuațiile parametrice ale cercului C sînt x = 2V2 cos 7, y = 2(1 + sin f) 
z = 2ţl — sin 4), te[0, 27). 


Punctul (0, 4, 0) corespunde valorii parametrului 4 = 
Rezultă 

x (= (242 cos î, 2 + 2 sin ż, 2 — 2 sìn £), 

= (2) = (—242,0,0), (3) =[ 6,.—2,%, a (3) = (242,0, 0). 


Folosind formulele care dau elementele lui Frenet atașate curbei într-un 
punct, obținem 


T 


= 1 AR z 
a 0,0) = Va 
2, _ (0,442,442) _ l-, Lo 
l= 1 > 
(0) = (0, —1/42, 12) gi DT Lu 
` TAEPA 1 = 
(to) B 242 , (to) S (0) 


38. Se consideră curba x = & costț, y = ë sin t, z = &, te R. 


Să se arate că a(R) e situată pe un con. Să se determine lungimea arcului 
T T 


surbei cuprins între punctele (1,0, 1) și (0,e2, e2). 
Solutie. Eliminfnd parametrul ż între ecuațiile curbei, se obține ecuația 
2} y? = 22, care reprezintă un con cu vîrful în origine. 
Punctele date corespund respectiv valorilor parametrului hi = 0 și k = 


g 
N 

a 

Cad 


T 


7 y e E: 
I= Jay y2 Fae a= 3| et dt = V3 (e? — 
o 


(i) 


i| ă 
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39. Să se determine abscisa curbilinie a curbei 
1) x = cost, y = sin t, z = ł/2, teR, 
2) = acht, y=—ceshi, z= at, tëR, 
3) 4 = tiss y=tsini, = 2, teR, 
luînd ca origine punctul în care curba intersectează planul x0y. 


Să se găsească elementele lui Frenet T, N 4 B, k, = în punctul unde curba 
intersectează planul xOy. 


> ÎI se 


Pe E = NOVI T> 
R: Ds= WI FPA nI Bis FI 7, N Adh 
) sul + P+ n (+ vi +) 3 “E + 


> 1 Ia = 

B =— i — à; k =N e 
gT 2 

Esi — ARS a ES - f = f = => - 1 

2) s=avV2 sbt; T=} +—k, B=—}; —=—}k, N=1; he 
) T E gph "=a 
3) s = (1/2N2) ENIO F 2A) + (42 4 VTF 2A; t=T, B=) + 
Í da. Í 
— k, N =- =k; k= J3 a = 

+a [37 TI 3 


40. Fie curba a: R —> R?, alt) = (2t — 1, #, 1 — #). 

1) Să se determine curbura și torsiunea curbei în punctul (—1, 0, 1), ecua- 
țiile muchiilor şi fețelor triedrului lui Frenet atașat curbei în acest punct.. 

2) Să se determine punctele curbei în care planul osculator este per- 
pendicular pe planul 7% — 12y + 5z — 6 = 0. 


R: 1) k= 1/2, z= ; tangenta: y=; 4 I= 


binormala: x + 1 =0, z — 1 = 0; normala principală: y = 0, x + 1 = 0; 

planul normal: x + 1 = 0; planul osculator: y = 0; planul rectificant: 
z—1=0, 

2) Pentru t, = —2 se obține punctul (—5, —8, —3), iar pentru t: = 4/7 
se obține punctul (1/7, 64/343, 33/49). 


4]. Se numește curbă Ţiţeica, curba pentru care 4 d? = const., unde t 


este torsiunea în punctul curent, iar d este distanța de la un punct fix la. 


planul osculator al curbei. 
Să se arate că C: xyz = 1, y? = este o curbă Țițeica. 
R: Luînd punctul fix (0, 0,0), avem LF e 
T 


42. Fie I un interval, fie &(ţ) vectorul de poziție al unui punct în mișcare 
și &'(7) vectorul viteză. Să se determine: 


1) Condiţia ca cei doi vectori să fie perpendiculari, 
2) Condiţia ca cei doi vectori să fie coliniari. 
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Soluţie. 1) Se ştie că &(1) = x(t) Ë + yA F + et) E şi B) = (07 + 
+ y'i) j + z (6) k. 


Condiția de perpendicularitate a celor doi vectori, 
(&, &') = 0, implică 1/2 s (&, &) = 0; adică 1/2 5 (+ ye), 
deci x? + yp 2 [m k. 


În acest caz, punctul se mișcă pe o sferă. 


2) Coliniaritatea celor doi vectori, &' = 13 conduce la T i a E i 
4 ss g 
A pa ME a aa E ati de st ; 
= MD). Integrînd, se obține Pt =— = ef, deci punctul se mișcă pe 
% y 


o dreaptă. 


43. Să se arate că torsiunea și curbura unei curbe în spaţiu sînt invariante 
față de o rototranslație. 


Soluţie. Fie Z = đ(t) ecuaţia vectorială a curbei în reperul cartezian Oxyz 


— 

și Zı = Z(t), ecuația ei în reperul Oxi yizi. Deoarece Z = 00, + 3, şi 00, 
A w dă A dig de 

este un vector constant care definește translația din O în O, T T ` 

h =La a În expresia curburii şi torsiunii intră derivatele lui pînă 

la ordinul trei inclusiv, deci curbura și torsiunea rămîn invariante față de o 

rototranslație. 


44. Să se determine funcția £— f(7) astfel încît curba 
1) =, y= —n ff), î>0:; 


2) x = acost, y = a sint, z = f(t), te R, să fie plană. Să se determine 
curbura curbei în punctul în care aceasta taie planul xOz. 


Indicaţie. Se pune condiţia + = 0. 

1) f(£) = CP + Calnt+ Ca. Pentru y= 0 se obține = 1. 
A+ a 

(5 + 402 + CRF 4C,C,)Pr 

2) f(t) = Cu cost + Casin t + Ca. Pentru y = 0 se obţine ¿= 0. 


k(1) = 


a(C? + C2 + ai 


k(0) = 
O= eram 
45. Fie curbele v = z7 = PR. A j TERENE.. PO te R, și x= 
V1 + cos? ż VI + cos? t 


= = cos 26, y= z= cos 0, Be u Th 
4 4 


Să se arate că: 
1) sînt situate pe acesași sferă; să se determine ecuațiile carteziene, 
2) se întîlnesc în două puncte. 
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R: 1) Ambele sînt situate pe sfera cu centrul în origine și raza egală cu 
unitatea. 


Cı = (3, y, 2) (x, zei, 2 + y += l, x—z=0), 
Ca = ((x, y,2) | fe pu edi sii ii, 


2 PS Vp == Ba 
) y By 


46. O curbă C cu proprietatea că pe normala principală în punctul M 
s- găseşte un punct M,, care descrie o curbă Cı, a cărui normală princi- 
pală este tot dreapta MM, se numește curbă Bertrand. 


Să se arate că: 
1) distanța MM, este constantă, 
2) tangentele în M și M, la cele două arce fac un unghi const., 


3) dacă între curba și torsiunea unei curbe există o relație de forma 
ak + br + c= 0, a,b,c constante, cs 0, curba este Bertrand. 


47. Se consideră curba C = {(x, y, z) | (x, y, z)e R’, f(x, y, 2) = 4 -+ 
r42, r42 Hh 


+y = r, g (x, 9,2) = 3+2 = 7°} și pe eafpunctul -7° == 5 


Să se determine tangenta, planul normal și planul osculator al curbei, 
curbura și torsiunea curbei în acest punct. 


Indicatie. Curba este intersecția a doi cilindri. Punctul dat este un punct 
regulat al curbei, deoarece în acest punct, rangul matricei 


este doi. 


Tangenta, x — 


F 


Planul normal, x — v + 2 — 


a se e „pe y Și 2 ca funcţii implicite de v, definite prin ecuaţiile 
2 2, 
x? + y? „E +z =F 


4 ; 
În punctul dat, x’ = 1, Y = —1,7=1,x=0, y'= =s F =O. 
7N2 
Planul csculator este x — z = 0. 
4 ş ; A g 
k = —— „, 7 = 0. În vecinătatea punctului dat curba se comportă 
33a 


ca o curbă plană. 
48. Fie C=f1(c)ng!1(4) o curbă în R? şi X= pi Vg. Să se verifice 
— 
că restricția lui X la C este un cîmp vectorial tangent la C. În ce condiții 
există o parametrizare globală g: I — C? 
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§ 3. SUPRAFEȚE 


„Sel. Fie D o mulțime deschisă din R?. O funcție diferențiabilă regulată 
și injectivă r: D > R? se numește hartă (de coordonate). Dacă ri: r(D)—D 
este continuă, atunci harta se numește proprie. 

„O hartă mai poate fi dată și prin funcția 7 = Sper: D —> 7yR%, Ja este 
izomorfismul canonic dintre R? şi T R°. 

3.2. O submulțime M a lui R? se numește suprafață dacă pentru fiecare 
punct Pe M există o hartă proprie în M a cărei imagine să conțină o veci- 

nătate a lui P din M. 


| v 
l D 
P E 
| Lik 
g E 


Fig. 3:34 


Imaginea r(D) a unei hărți proprii se numește suprafață simplă (fig. 3.34). 
De asemenea suprafețele date prin ecuaţia carteziană explicită z = f(x, y), 
unde (x, y) — f(x, y) este o funcție diferențiabilă, sînt simple deoarece pot fi 
reprezentate printr-o hartă Monge 

r: D —> R?, r(u, v) = (u, v, f(u, v)), 
care este o hartă proprie. 

3.3 Suprafeţele mai pot fi introduse și pornind de la funcții diferen- 
țiabile de tipul f: R2— R. În acest sens mulțimea 

M = fe) = (2,92) (a, 3, de Ri, fa, 2) = co fixat} 
se numește mulțimea de nivel constant c sau mulțimea de ecuaţie carteziană 
implicită f(x, y, 2) =c. Pe scurt se scrie M: f(x, y, 2) = c. 

Dacă f este un polinom de gradul n, atunci M se numește mulțime alge- 
brică de ordinul n. 

Dacă M este nevidă şi dacă functia f este regulată în punctele lui M, 
atunci M este o suprafață în sensul definiției 3.2. 

3.4. O funcție diferențiabilă și regulată r :Ð — R?’ a cărei imagine se 
află într-o suprafață M se numeşte parametrizare a regiunii r (D) din M. 

Fie parametrizarea r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u,v)eD, sau 
echivalent, F(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v)eD. Variabilele 4 și vse 

ief _(lex êv =) a7 (= 2y =) 
1. —= ; 


numesc parametrii. Vectorii —=|—s —; — 
cu ĉu ĉu cu 
avînd prin convenție originea în punctul r(u, v), se notează cu 7,, 7, şi se 
numesc vitezele parțiale ale aplicației r. 
Regularitatea lui r este echivalentă cu 7,X7, # 9. 


cu cu čv cu 
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3.5. Suprafața M se numeşte 

1) viglată, dacă poate fi generată prin mișcarea unei drepte care se spri- 
jină pe o curbă (suprafețe cilindrice, conice, conoide etc.). 

2) de rotatie, dacă poate fi generată prin rotația unei curbe în jurul 
unei drepte fixe. 


3.6. Fie M o suprafață și f: MW — R o funcţie reală. Dacă r:D—M 
este o hartă, atunci for: D— R se numește expresia Ini f în coordonate. Dacă 
for este diferențiabilă în sens obişnuit, oricare ar fi r, atunci f se numește 
diferențiabilă. 

Fie F: R” — M, unde M este o suprafață. O hartă r în M dă o expresie 
în coordonate rto F pentru F. Dacă r-1eF este diferențiabilă în sens obișnuit, 
oricare ar fi r, atunci F se numeşte diferentiabilă. O funcţie diferențiabilă 
de tipul a: R — M se numește curbă în M. 

Fie M și N două suprafeţe, ra o hartă în M și rə o hartă în N. O funcție 
F:M.—N se numește diferențiabilă dacă funcția compusă rz'eFor; este 
diferențiabilă în sens obișnuit, oricare ar fi ra Și re. 


3.7. Fie M o suprafaţă și P un punct oarecare din ea. Un vector tangent 
la R? în P se numește tangent la M în P dacă este vectorul viteză al unei 
curbe oarecare din M ce trece prin P. 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenți la M în punctul P se numește 
Planul tangent al lui M în P şi se notează cu T pM. Direcţia normală la 
TpM este dată de Z(tto, vo) = Fu, X Fe, sau de (Vf) (P), după cum este dată 
suprafața. Imaginea lui TM în R° are ecuaţia 


(7 — F (tto, vo). uX Pa) = 0, unde 7 = xi +7 p azk, 


sau 
af [ai öf 

(x — xo) — (Xo Yo Zo) + (Y — 30) — (40, Vos Zo) + (2 — Zo) — (Xo Yo, 2o) = O. 
(x Ey ëz 


Dreapta ce trece prin P şi este perpendiculară pe planul tangent se 
numeşte normala suprafeței. 


3.8. Un cîmp vectorial euclidian Y definit pe suprafața M se numește 


cîmp vectorial tangent la M dacă vectorul Y(P) este tangent la M pentru 
fiecare punct Pe M. 


Un cîmp vectorial euclidian Z definit pe suprafața M se numeşte cîmp 
normal pe M dacă fiecare vector Z(P), YPe M, este normal la M. 


3.9. O suprafaţă M se numește conexă dacă, vP,Qe M, există un segment 
de curbă «: [a, b] — M, cel puţin continuă, astfel încît « (4) = P și a (b) = Q, 
adică imaginea « ([a, b]) c M uneşte punctele P și Q. 

Fie M şi N două suprafețe. Dacă M este conexă, iar F: M — N este o 
aplicaţie surjectivă și diferențiabilă, atunci N este conexă. În particular, 
dacă D este o mulțime deschisă și conexă din plan, iar r:D—Meste o 
parametrizare, atunci r (D) ec M este conexă. 


3.10. O suprafață M se numește simplu conexă dacă orice curbă închisă 
de pe M poate fi deformată prin continuitate (fără a ieși din M) astfel încât 
să se reducă la un punct, 
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3.11. O suprafață M se numește compactă dacă poate fi acoperită prin 
imaginile unui număr finit de funcții diferenţiale de tipul r : Do — M, unde Do 
este un dreptunghi închis. Fiind o submulțime a lui R’, o suprafață este 
compactă dacă și numai dacă este închisă și mărginită. 

O suprafață de nivel M: f(x, y, z) = c este închisă deoarece M = f(c), 
mulțimea {c} este închisă în R, iar f este o funcție continuă. Astfel o supra- 
față de nivel este compactă dacă și numai dacă este mărginită în R?. 

3.12. O suprafață M se numeşte orientabilă dacă posedă un cîmp vectorial 
normal care nu se anulează în nici un punct al lui M. 

Se ştie că: 

— suprafețele simple sînt orientabile, 

— orice suprafață de nivel M = f-1(c) (nu posedă puncte critice ale lui f!) 
este orientabilă, 

— orice suprafață conexă și simplu conexă este orientabilă, 

— orice suprafață conexă şi compactă este orientabilă, 

— orice punct al unei suprafeţe neorientabile este cuprins într-o regiune 
conexă și orientabilă ; etc. 

Un cîmp vectorial normal unitar pe suprafaţa orientabilă M se numește 
orientare pe M. Orice suprafață conexă și orientabilă admite exact două 
orientări. O suprafață orientabilă împreună cu o alegere a unei orientări 
se numeşte suprafață orientată. 

3.13, Fie M o suprafață (sau o porţiune de suprafață) conexă și 7 un 


vector tangent la M în P. Dacă U înseamnă cîmpul normal unitar într-o 
vecinătate a lui P, atunci funcţia liniară Sp: TpM Tp pM definită prin 


S,(3) = — DzU 


se numește aplicația lui Weingarten a lui M în punctul P. 
Aplicația lui Weingarten este un operator simetric, adică (S,(3), Ww) = 
= (7, Sz(u)), Yv, we TM. 
3.14. Fie 4 un versor tangent la M în P. Numărul 
a) = (Sp), 4) 
se numeşte curbura normală a lui M în direcția îi. 


Funcţia i — k(t), |2|] = 1, este o formă pătratică. Valorile k; = 
= max k(t), ka = min k) se numesc curburi principale, iar direcţiile 
-> = 


tt tt 
pe care se găsesc aceste valori extreme se numesc direcții principale. Evident, 
curburile principale sînt valorile proprii ale lui Sp, iar direcțiile principale 
sînt versorii proprii ai lui Sp. 
Punctele lui M în care kı = ka se numesc puncte ombilicale. 
Cuadrica 2z = k(P) x? + k(P) y? se numeşte aproximarea pătralică a 
lui M în vecinătatea punctului P 


3.15. Funcţia K = det S: M — R se numeşte curbura lui Gauss a lui M, 
iar funcția H = 1/2 urma S: M >R se numește curbura medie a lui M. 


Avem K = kika, H = Bete sau k2 =H 4V4H K. 
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O suprafață pentru care K = const. se numește suprafață cu curbură 
constantă. În particular suprafeţele pentru care K = 0 se mai numesc și 
local euclidiene. 

O suprafață pentru care H = 0 se numeşte suprafaţă minimală. 


3.16. Dacă M este dată printr-o hartă r: D — R?, r (u, v) = (x (u, v), 
y(u, v), z(u, v)), atunci avem următoarele formule de calcul: 
1) prima formă fundamentală (metrica ) 
ds? = E du? + 2F du dv + G do?, E = (Fa Fa) F= (Fu Po), G = (Fp Ye) 
2) a doua formă fundamentală 
dp? = ldu? + 2m du dv + n dr? 


l= (Ū, Tu); m= Ù, Ta) p= (Ū, Faih: Ü — Do , 
| YuX Yy | 
3) curbura lui Gauss K (r) = Mea., 
EG — F° 
Py 4 
4) curbura medie H(r) -S Unt Ă 
2(EG — F’) 


3.17. Curbe speciale pe o suprafaţă. 

1) O curbă regulată « de pe suprafața M se numeşte curbă principală 
sau linte de curbură dacă viteza sa x’ determină în fiecare punct al curbei o 
direcție principală. 

Fie x o curbă regulată din M şi U restricția cîmpului normal unitar la z. 
Curba g este principală dacă și numai dacă &' şi U’ sînt coliniari în fiecare 
punct. 

2) Direcțiile tangente la M pe care curbura normală este zero se numesc 
directii asimptotice. O curbă regulată « din M se numeşte curbă asimptotică 
dacă viteza sa &' dă în fiecare punct o direcție asimptotică. 

Fie a o curbă regulată din M și U restricția cîmpului normal unitar la z. 

— 
Curba a este asimptotică dacă și numai dacă g’ și U” sînt ortogonali sau 
dacă și numai dacă &” este tangentă la M. 

3) O curbă « din M se numește geodezică a lui M dacă accelerația sa Z” 

este normală la M. 


3.18. Fie c o porțiune dintr-o suprafață M reprezentată de imaginez 
funcţiei r: Do— M, adică o = r (D), unde Ðo este un dreptunghi închis, 
iar r: int. Do— M este c hartă. Aria lui c este dată de 


A = do ={ JEG F du dv. 
a JJD, 
Exerciţii şi probleme 


l. Fie D: —r<u<r,0<v<1 şi r: D — R?, funcția definită prin 
T (u, v) = (sin u, sin 2u, v). 

Să se arate că r este o hartă, dar M = r (D) nu este o suprafață în sensul 
definiției 3.2. 
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Solutie. r este diferenţiabilă, deoarece funcțiile sale coordonate sînt dife- 
rențiabile. Matricea Jacobian, 


cos u 0 
J (r) =f 2 cos 24 0 | are rangul doi pentru orice 
O 1 


'(u,v)eD, deci r este regulată. 

Din r (u1, în) = T (ata, d) avem 
(Sin 4, Sin 2i, ta) = (Sin o, sin 24o, voj, adică uy = uo, U= va deci 
(Hi, 11) = (Ua, v2). Rezultă că r este injectivă. 


Deoarece r este diferențiabilă, regulată, injectivă, ea este o hartă. 
Pentru ca r (D) să fie Suprafață este necesar ca harta r să fie proprie, 
adică r`: r (D) — D să fie continuă, 


Fie M = r (D). Domeniul plan Ð se poate scrie, 


D = DU D:U Da, unde P, = (a, — z] x (0, 1), 


D: =|- i zjx (0, 1), D =(=, =) x (0, 1) şi M = MU M:U Ma, 


unde 4, =r(D,), t= i 2 3 
Aplicația r este inversabilă şi, 
f (—7z — are sin x, 2), (x, y, zje Mı 
rmi, y, 2) = i (arc sin y, 2), (x, y, ze Ma 
t (m — arc sin x, 2) (x, y, zje Ma. 
Deoarece prima funcție coordonată nu este continuă, funcția 1”! nu este 
continuă și deci r (D) nu este o suprafață (fig. 3.35). 


2. Fie r: (0, œ) Xx R — R?, r (u, v) = (u, u cos v, u sin v). 


Să se arate că r este regulată. Să se găsească o funcție f: R? — R astfel 
încît imaginea r ((0, œ) x R} să fie suprafața M: f(x, y,z)=0, x>0. 


Indicahe. 
I (di 
JI) =| cos — usin v|; rang J(r) =2. 
sin v 1t COS V 
f (x, x, z) = 4? — y? — 22: M este un semicon. 


R2 


21] 


3. Fie funcția r: D — R5, dată prin r (u, v) = (cos 27u, sin 27u, v). Să 
se arate că r este o hartă proprie și că r (D) este suprafața M: x? + y? = 1, 
—1i <x <1, y>0, zeR 


4. Să se arate că cilindrul +? + y? = 1 în R5, poate fi reprezentat ca o 
mulțime de nivel ataşată la oricare dintre funcțiile 


1) f(x, y, 2) = x + y. 
2) f(x, y, z) = — x? — y’ 
3) f(x, y, 2) = 2x? + 27? + sin (x? + 3°). 
5. Fie sfera M : x? + y? + z2 =a? și harta în sferă 
r (u, v) = (a cosu sinv, a sinu sinv, & cos), 


(u, vje (0, 27) X (0, x). Să se găsească expresiile în coordonate pentru 
următoarele funcții definite pe M: 


1) £ (x, y, 2) = +; 2) f(x,y, 2) = (y — 2P ++ 2. 
R: 1) f (r(u, v)) = a2 (cos?u sin? v + ces? v); 
2) f(r (u, v)) = a2(1 — 2 sin u sin v cos v). 


6. Fie f: R — R o funcție diferențiabilă care nu se reduce la o constantă. 
Să se determine f astfel încît toate planele tangente la suprafața M: 2 = 


= f (yjx), x # 0, să fie paralele cu cîmpul vectorial = yi = xj. 


Solutie. Cîmpul vectorial normal la M are expresia J= (£ — uf”) î + i7 


unde 4 = y/x. Ipoteza (Z, X) = 0 este echivalentă cu ecuația diferențială 
y(t — uf’) = f'x, adică uf = f' (u + 1). Rezultă 


— e 
f (u) = CVI F È și deci TEG RER 


7. Fie suprafața M: 22 = a? arc tg Pt (x,y), unde f este o funcție 
x 


diferențiabilă. Fie P un punct arbitrar al lui M, fie A proiecția lui P pe 
planul xOy, iar B punctul în care normala la M în P înțeapă planul xỌv. 
Să se determine f astfel încît aria triunghiului OAB să fie constanta 


T oricare ar fi Pe M. 


Soluţie. Fie P(x, y, z). Rezultă A(x, y, 0). Normala la M în P are ecuațiile 
X —x = Xy Z— 32 


E RNC 22: PRI A 
ôx +y îy xpa? 


Aceasta intersectează planul Z = 0 în punctul B de coordonate 


2 2 
X = + 1p[= a h rait a), z= 
i x2 4 y2 Ey +y 
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Aria triunghiului OAB este valoarea absolută a expresiei 


0 0 1 
d, x y am 
cf a2y af a2x 
prea ÎI e an ye die ii 
= Pa r pd atzi) 
PT: 2 2 
si era(s 2 as se| 
Ey Ex 2 
G 2 2 2 pi 
Dacă p[i rezultă ME eg af Ţinînd 
ĉy ĉx 2 2 2y ax 
seama de integralele prime ale sistemului E a Z rezultă f(x, y) = 
= {f (x? + y’). 
n PA 2 2 = 
Dacă peer rezultă EE d 
ôy öx 2 2 y 0x 
; ; : „da _ dy df a euS TE 
Asociem sistemul simetric =— = -IR O integrală primă este x"--y"= 
=y x è —2a 
: dy df : y 
= Ca şi deci ——— = —— . Rezultă f(x, y) = —2a? arc sin -=== 
i VĒ y —2a2 (ay) VE y2 


+ o(x? + 92, pentru x Æ 0, y #0. 

8. Se consideră funcția r: R? —> RÌ, r (u,v) = (1 + uv, u + uv, w + 
+ 420), 

1) Să se arate că r (R?) este o „suprafață“ conică. 

2) Să se găsească ecuația carteziană a lui r (R3. 

Soluție. 1) Ecuația vectorială a „suprafeței“ este 7 = (1 + uv) î + 


+ (u + 020)] + (u? + uv) k. Ea se poate scrie în forma F = (1 -+ w) 
(T + uj + u?R). De aceea r (R)? este o „suprafață“ conică. 

2) Eliminînd parametrii 4 și v între cele trei ecuații date, se obține ecu- 
ația carteziană y? = xz. 


9. Se consideră harta r definită prin x =—a(u + 1/9), y = b(u — 1/0), 
2=2%, ueR, veR — (0). 


1) Să se arate că imaginea r(R x (R — 40))) este o suprafață dublu 
riglată. 

2) Să se precizeze curbele coordonate ale suprafeței și ecuația carteziană 
implicită a suprafeței. 


R: 1) r(u, v) = (= =, o) +u Q b, 5) = (au, bu, 0) +> (a, —b, 2u).. 


2 
2) Curbele coordonate sînt drepte. Ecuația carteziană este = — s A 
a 
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10. Fie suprafața descrisă de extremitatea vectorului 7 = (1? + v + 1) — 
+ (2 —v a 1) F + (u0+2)k, (u, oje R? —((0,0)) şi punctul M, = 1, 
1 = —1) de pe ea. 

Să se determine: 1) Tangentele și planele normale în Mo, la curbele coor- 
donate ce trec prin acest punct. 


2) Unghiul curbelor coordonate ce trec prin My. 


R: Pentru curba 4 = 1, tangenta y= =2 = = L, planul ner- 

mal, x— y+z4+i=0. 
g—=1 y—3 z—i 

Pentru curba v= —1, tangenta = a aE i , planul normal, 

Zy + 23 —2—7=0,. j 
—i 
2) cos 0 = —= > 
) 3v3 

11. Fie imersia r definită prin x = u cos v, y = u sin v, z = bv, (w, vje R? 

şi trei curbe trasate pe r(R?) reprezentate prin ecuațiile Cuu=l, Cs u= 


= 1/2 av, Cs: u = —1]2 av’. 
Să se determine lungimile laturilor și unghiurile triunghiului curbiliniu 
MM Ms, unde M, = Ca Cs, Ma = Can Cin Ms = CiN Ea 
R: MM) = (7/6) a, (MaM) =g, (MM) = (7/6) a; 
6, = 0, 0a = arc cos (—2/3), 0s = arc cos (2/3). 


12. Fie imersia r definită prin x = ucosz, y = usinv, z = &ln (u —- 
+V — E), a > 0, uefa, œ), ve R. Să se determine curbele de pe suprafața 
r([a, 00)xR) care intersectează curbele v = vo sub un unghi constant. 


Indicaţie, Fie curbele 
(2) = (ult) cos v(t), w(t) sin oft), aln (u(t) +v — a2)) 
BE) = (u(t) cos va, u(t) sin vo, aln (u(i) + ViP — a). 
Unghiul dintre ele este dat de relaţia 
cos 0 = (E), PO) 
ls! 


Lă 
id = ( cos v — uv’ sin v, w’ sin v + m” cost, =) 


= ; auw 
p(t) = ( COS Vo, #' Sin vo, a) - 
| Ju 


2— a? 


Se găseşte cos = . Putem scrie 3 = 14 (u — 
cos? 0 


w? w—a 
găsim soluția generală v = + tg 9 ln c(u + Vu = 42), c = constant, 


a V'2 vy tg? 9 sa W tg ð 
= D, mu ( 7) = JE z’ adică A = 2 Pi a Pentru 0 constant, 
u uw —a 
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13. 1) Să se determine ecuația suprafeței conice cu vîrful V(0, 1, 3) ș 
curba directoare C: x? + y? — 2x — 6y +3 = 0, zi ik 
2) Să se determine ecuaţiile parametrice ale curbei obținută intersec- 
tind conul cu planul z = 2, ecuaţiile tangentei şi planului normal al curbei 


în punctul A [Sara y 2); 


Solujie. 1) Generatoarea suprafeței conice face parte din familia de drepte 
— 1 = 2%, z—3 = ux. Punem condiția ca aceste drepte să se sprijine pe C, 

adică sistemul y=—1= 2%, z—8 = px, z= 0, x? + y? — 2x — 6y +3 =0 
să fie compatibil. Eliminînd pe x, y,z găsim condiția de compatibilitate 
9,2 — 2u? + 12ħu + 6u +9 =0 

înlocuind pe ? și u găsim irn carteziană mpu a suprafeței conice, 
9x? 9y? — 22 + Gaz + 12yz— 18% — 54y +27 = 

7), Intersecţia conului cu planul z = 2 are i carteziene: 9%? + 
1 9y? — 222 + baz 12yz — 18x — 54y + 27 = 0, z = 2, 


2 52 
Proiecția acestei curbe pe planul xOy este cercul (+ E. + [o — 3) = 


=r Ecuațiile parametrice ale acestui cerc sînt 
i 97 5 NT 
x = -7+ 4 cost, y =g E sin tER. 


Deci C: = ph cost, TERREN 2=2, 


2 w 


E, 


Punctul A se obține pentru te = 0. Tangenta la curbă în punctul A are 
1447 
3 


14. Să se arate că suprafața M: xy + yz + zx = 0 este un con de rotație 

și să i se determine axa de rotație. 
i Ali mea 2 ya 

Solutie. xy + zy z% = ot, 

Deoarece ecuația suprafeței este de forma F(x + y + z, x? -+ y? + 22) = 
= 0, suprafața este de rotaţie. 

Axa este o dreaptă perpendiculară pe planul de ecuaţie x fe y+z=0, 
deci e are parametrii directori (1, 1, 1). Suprafaţa M este con, deoarece pentru 

# 0, ecuația ei poate fi scrisă sub forma 


a se i 2 = (2 2). 


2 2 


ecuațiile + = „2 — 2. Planul normal are ecuaţia y = 5/3. 


Virful se confundă cu originea, Axa de rotaţie trece prin vîrful conului. 
Ea are ecuațiile 4 = y = Z, 
15. Suprafaţa generată prin rotirea unui cerc în jurul unei axe conținută 
în planul cercului și exterioară lui, se numește tor. 
Să se determine ecuația carteziană implicită a torului generat prin rotirea 
în jurul axei Oz a cercului din planul +0z, avînd centrul în (3, 0, 0) și raza 1, 
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Soluţie. Ecuațiile cercului sînt C: (x — 3) Sp 
de il = 0. Cercul generator, al suprafe- 
tei are ecuațiile x? +y + 22 = 2= ù; cu 
condiția ca sistemul (x—3} +7 = 1, y=0, 
z= u, 2 +y += să fie compatibil. 
Condiția de compatibilitate a acestui sistem 
este (VE — u2 — 3}? + p= 

Eliminînd pareha A şi p obținem ecua- 

Fig. 3.36 tia torului (Vx? + y2? — 3} + 2 = 1 sau (x? 4- 
y + 22 + 8)2 = 36(42 + 92), (fig. 3.36) 
16. Fie M o suprafaţă orientată și fie 4, d! o bază pentru planul tangent 


T M. Să se arate că orientarea bazei (îi, 0} este coerentă cu orientarea Ü 
a lui M dacă și numai dacă este îndeplinită una dintre următoarele condiții: 


1) (U(P), (îx3))>0 


2) TEI =R (a J pentru 0 < 0 <z, unde R, este rotația pozitivă 
? |l 
e unghi 0 în Tp M 


17. Să se construiască mulțimile de nivel M = f-!(c), pentru f(x, y, 2) = 
= xX? + y? — 2? și c = — 1, c= 0, c= 1 

Pentru fiecare din ele, să se cerceteze în care puncte spațiul tangent va 
fi [VE(P)]+. 

Soluţie. Se ştie că mulțimea M = f-1(c) este o suprafață reprezentată 
prin ecuația carteziană implicită f(x, y, z) = c, dacă M nu este mulțimea 
vidă și dacă f este egala, în punctele lui M. 

Pentru a = —1, Mı: x + y? — 2? = —1, este un hiperboloid cu două 
pinze, avînd pe Oz ca axă MA T] Intersecțiile cu planele x = 0 şi y = 0 
sînt hiperbole echilatere cu Oz ca axă transversă. 

Pentru ca = 0, Me: x? =) y? — 22 = 0, este un con cu vîrful în origine. 

Pentru c3 = 1, M3: 2+y2—22=— 1, este un hiperboloid cu o pînză, 
avînd pe Oz ca axă netransversă. 

Intersecţia cu planele x = 0 și y = 0 sînt hiperbole echilatere, cu Oz ca 
axă netransversă (fig. 3.37). Fie P(x, y, z), un punct al lui R%; VI(P) = 


=—"(2x, 2y, —22), Vt(P)=0= P = O (0,0, 0). 


M= file) 


Imaginea lui <£ 


Fig. 3.38 
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Deoarece Og M, și Og Ms, rezultă că mulțimile caracterizate prin f(x, 
y, 2) = cu şi respectiv f(x, y, 2) = ca, sînt regulate în toate punctele lor, deci 
pentru ele, spațiul vectorial tangent este [Vf(P)]-+. 

Pentru conul f(x, v, 2) = ca, originea este singurul punct neregulat, deci 
pentru această suprafață, spaţiul vectorial tangent este [Vf(P)]L, pentru orice 
Po. 


18. Fie M = f-1(c), unde f: R? — R este o funcție regulată. Presupunem 
că a: R— R? este o curbă care traversează pe M dar care nu este tangentă 
ia M(adică (Vi(a'(7)), 2'(t)) # 0 pentru orice ż, cu a(t)e M, (fig. 3.38). 

1) Fie «(4) şi alt), îi < ta, două puncte consecutive de intersecție ale 
curbei a cu M. Să se arate că dacă a(t)ẹ M pentru h < t < ta atunci (Vf(ælt), 
g'(4)) > 0, dacă şi numai dacă (Vf(alta}, &'(ta)) < 0. 


2) Dacă M este compactă și lim |æ] =lim |&(|| = o, atunci a 
intersectează suprafața M E eat a par de naih 

19. (Modelul viglat al benzii Möbius ) (fig. 3.39). 
Fie I = else( -4 , =) yr: RXI— RE, 
ríu, v) =((: + v cos sjees nfi + v COS $ji u, 


á > 


PE. a R 
v sin = Să searatecă: 1) u — r(u, v) sînt curbe 


periodice cu perioada 27 pentru v = 0 și 4x pen- 
tru v Æ 0; 2) v— r(u, v) sînt segmente de dreaptă cu mijlocul pe cercul uni- 


tate din planul xOy şi care fac unghiul şi cu pianul xOy. Să se verifice că r 
este o imersie, dar suprafața r(R x I) nu este global orientabilă. 


Solutie. Pentru v = 0 găsim a(u) = r(4, 0) = (cos u, sin u, 0) şi evident 
a(4) = «(u + 27), VueR. Pentru v # 0 se constată că a«(u) = r(u, v) = 
= a(u + 4r) = r(u + 4r, t), Yue R. 

Fixînd pe 4 obținem ecuațiile unui segment de dreaptă, x = cos u -+ 

u ? i u . U4 1 1 
+ v cos u cos— , y = sin t -+ v sin u cos—, z= vsin—, vej —— —|: 

a 2 2 | 4 z) 
Mijlocul acestui segment are coordonatele (cos u, sin 4, 0). Unghiul 0 dintre 
segment și planul xOy este dat de 


sin 6 = | cosu cos 4 + sin 1 cos E — sin % 5, E | = sin m adică 0 iata 
2 2 2 2 
Fie Z cîmpul vectorial local normal la r(R xI), adică Z= 7, X7,. Deoa- 


rezultă IŽ || = EG — F? > 0, adică r este o imersie. Pe de altă parte se observă 
că al0, 0) = a(2z, 0) = (1, 0,0) = r(0, 0) = r(27, 0), dar 


7ř„(0, 0) = 7, 7,(0, 0) = i, Zo, 0) = —}, 
7„(27, 0) = 3, Tam 0) = i, Za, 0) = È, 


adică Z nu este un cîmp vectorial normal global bine definit pe r(Rx 1). 


Banda lui Möbius nu este global orientabilă deoarece orice cîmp vectorial 
normal (diferențiabil) definit pe ea trebuie să se anuleze într-un punct și să-şi 
schimbe sensul la trecerea prin acest punct (consecință a „răsucirii“). Fiind 
conexă, această suprafață are în mod necesar o singură față. 


: . =- P y y 
20. Să se arate că hiperboloidul cu o pînză, =F e 1 = 0 este o 
a c 
: E A 3 E, E 
suprafață conexă, iar hiperboloidul cu două pînze, -a Fa ati =0, 
c 


nu este conex. 


Indicatie. Hiperboloidul cu o pînză este mulțimea valorilor funcției dife- 
rențiabile x = a ch u cos v, y = b ch vu sin v, z = c sh u, definită pe mulțimea 
conexă R?. Fiecare din pînzele hiperboloidului cu două pînze este suprafață 
conexă. Deoarece cele două pînze sînt mulțimi deschise și disjuncte, rezultă 
că hiperboloidul cu două pînze nu este conex. 


21. Fie D c R? o mulţime deschisă și conexă, iar r: D— R? o parametri- 


zare, Să se arate că dacă normala la suprafața r(D) are direcţia fixă, atunci 
suprafaţa este o parte a unui plan. 


Să se verifice acest rezultat pentru 
1) r: R? — {{0, 0)} > R?, r(u, v) = (u? + 02, (u + v)?). 


2) r: R? — {(u, v)u > 0, v> 0, u—v>0, u— 3v <0} — R, 
r(u, v) = (e — 9, 2 — 3, = (u — 2) 
Indicatie. U = const. > dU =0. H} U= 
EEN E 
342 i i 


22, Se consideră suprafața M: xyz — 1 = 0. 

1) Să se arate că este o suprafață Țiţeica. 

2) Să se determine ecuațiile carteziene ale curbelor coordonate ce trec 
prin punctul P(4 = 1, v = 2) și unghiul acestor curbe, 

3) Să se arate că planul tangent la suprafață într-un punct arbitrar al 
acesteja formează cu planele de coordonate un tetraedru de volum constant. 

4) Să se arate că M nu este conexă. 


Soluţie. 1) O suprafață pentru care K/d* = const., unde K este curbura 
lui Gauss pe suprafață, iar d este distanța de la un punct fix la planul tangent 
într-un punct oarecare al suprafeței, se numește suprafată Titeica. 
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-> 


Reprezentăm suprafața M prin ecuația vectorială 7 = ui + v + ( 1fuo)& i 
Avem Fy =1—(1 PR, 7,= j — (Ul), Yuu = (200, Tuo = (1u), 
Fer = (2[u0")k, Fa X 7 = (Uo)i > (1juo®)j + k, 


Č Pau fa ză + 17 + 2025 
o [Pa X Fall o 20202(1 p Luut + Ljutu?) 7 
s 2 = a 
l= (U, Pau) = — i Mm = (U, Pe) = 


woll + 120? —- 1u) i 


VĂ 
= n (UT) = 
wu p 1 Juut —- 1 fut) a: 


ms gata atractia eA 


ul — 1[u2u+ + 1 jutu)? 
3 
Feia Geleit Ee a, 
Í FY utv?(1 fe 1/uâo? Xa 1 ua) 


Considerăm pe O (0, 0, 0) drept punct fix. Distanţa de la origine la planul 
tangent într-un punct arbitrar al suprafeţei este dată de, 


„= F, 7u X7 3 
E Dj IP E Cell a ai 
Fa X 70 juo, (1+ Iu? + 1w)? 


Găsim K/dt = 1/27, deci suprafața este Țițeica. 


2; Curbele 4 = uo au ecuațiile parametrice ¥ = Mọ, y =v, z = lfug. 
Eliminînd parametrul v între aceste ecuații, găsim ecuațiile carteziene: x = ty, 
3z = 1u, care reprezintă hiperbole echilatere. Curbele v = vọ au ecuațiile 
parametrice ¥ = u, y = do, 2 = l/uv şi ecuațiile carteziene y = Vg, xz = 1fvo, 
deci sînt tot hiperbole echilatere. Unghiul curbelor coordonate care trec prin 
P este 6 = arccos 1/V85. 


3) Ecuația planului tangent la suprafață în punctul (xo Yo 20) este 
XYo' z+ Y Xoo -H 2%0Y0 — 3=0, 
Volumul tetraedrului cu virfurile în O, A(3/yaz0, 0,0), B(0, 3/x02, 0), 
C{0, 0, 3/x%0%Yo) este 9/2. 
(4) Mulțimea D:xy#0 este deschisă în R?. Considerăm aplicația r(x, y, 2)= 
1 3 
=í» y, — |: D — R°. 
xy 
Se verifică ușor că r este o hartă în M astfel ca r(D) = M. Pe de altă parte 
se observă că D este reuniunea unor mulțimi deschise și disjuncte. Imaginile 
prin r ale acestor mulțimi vor fi disjuncte și deci M nu este conexă (reuniune 
de mulțimi disjuncte). 
23. Fie paraboloidul hiperbolic M: z = xy. 


1) Să se orienteze suprafața. 
2) Să se calculeze curburile normale ale lui M în direcțiile axelor de coor- 
donate Ox, Oy și în direcţiile bisectoarelor planului xOy. 
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3) Să se determine curburile principale 
și să se exprime aceste curburi cu ajutorul 
coordonatelor cilindrice. 


Soluţie. 1) Suprafața M este simplă 
(este dată prin ecuația carteziană explicită) 
și deci orientabilă. , Alegem cîmpul normal 


i yi — x AR 
unitar U = be aad bs » adică fața 
| NI 224 3 
Fig, 3.40 superioară este cea pozitivă, iar faţa in- 


ferioară este faţa negativă (fig. 3.40). 
2) Punctul O(0, 0, 0) aparține suprafeței W și axele de coordonate Ox 
şi Oy aparţin în întregime suprafeţei. Versorii 4 și 7 sînt tangenţi la M în O. 


Avem 
a = e DA Fa 
= — D=U(0) = — | Dol — 
Sal) „do = oi) + 
— y% -> 
D= E F 
j d) za): (urA t 
aF g n E a SĂ 3 
i (1 + 324 pa! P (14 32 + y3)? A) 


deci S(î) = f. Analog, SG) = — DU =?. 


> 


Rezultă k(t) = (S(i),î) =0, k(3) = (SG), j) = 0 
Deducem S(a RS bj) = bi + aj, Va, b constante. 


2 Sa l s >, z Ea ii ; 
Fie 4 e ii -+ j) versorul director al primei bisectoare a planului 


xOy, care este tangent în O la M. Avem k(n) = (S(4), 4) (az i) 


Î a 
—= (54+3))=1>0. 
Z (i +3)) 
Aceasta înseamnă că în direcția lui 4 suprafața M se încovoaie în sensul 
lui U. 
Fie 7 = că, (7 — versorul director al bisectoarei a doua a planului 


v2 
xOy care este tangent în O la M. Avem k,(?) = ($(0),7)=—1 <o, adică 


în direcția lui v suprafața se încovoaie în sens opus sensului lui U. 
3 Suprafata M se poate reprezenta prin ecuația vectorială 7 (u, v) = ui i -+ 
+ 07 + mok. Găsim 7 aT (1,0,9),7,=(0,1,4),E= H FI Gl 


—9, —u, “i > 
+u’, pa r Fu (0,0, 0), Fuy = (0,0, 1), AB -— (0, 0,0), l= 
1 —1 
SENTEN (1+ u? p 022” 
—uv 
H = 


(1 4 n? + C á 


Raportînd spațiul la coordonatele cilindrice (e, 0, z) şi ţinînd seama că 
x = p cos 0, y= p sin 0, z=z şi z= xy, deducem ` 


III 1 __ —ž A 
K = LE = E aaz’ kro =H + 4H- K K, 
ip el I p p 
Rua = aa —— $ 
(L pe 


24. Suprafața generată prin mişcarea unei 
drepte ce se sprijină pe o elice circulară, întîl- 
nește axa Oz și este paralelă cu planul xOy se 
numeşte elicoid cu plan director sau suprafață 
gurub. 

1) Să se găsească ecuația carteziană im- 
plicită a suprafeței. 

2) Să se determine prima și a doua for- 
mă fundamentală pe suprafață. 


3) Să se determine curbura lui Gauss și 
curbura medie. 


Soluţie. Suprafaţa este un conoid. Planul 
director este z = 0 și axa fixă, 4=0,y=0. 
Ecuațiile generatoarei sînt D: z= à, y = ux. Fig. 3.41 
Punem condiția ca această dreaptă să se spri- 
jine pe elicea circulară de ecuații: x = a cosv, y = a sin v, Z = bv, adică 
sistemul z = A, y = ux, x = a cos v, y = 4& sin v, Z = bv, să fie compatibil. 


Ar : SE PESA A ; 
Eliminînd pe x, y,z,v obținem condiția de compatibilitate, u = tg 7 Eli- 
minînd parametrii > și u între această relație și ecuaţiile lui D, găsim 
ecuaţia carteziană y — x tg T = 0; 
a 5 y ai 

2) Avem z/b =v şi notăm —=— = 
siny  cosz 
(fig. 3.41) apare ca imaginea imersiei r: x = 4 cos v, y = u sin v, z= bv, b ka a 


Reprezentăm suprafața prin ecuația vectorială 7 = = 24 COS ut i+ u sin v TE 4 


= u, Astfel, suprafața șurub 


+ bvk. Vitezele parțiale sînt 7, = cos vi + sin v 7, 7, = — u sin vi + 
Hu pa v T bă, iar coeficienţii primei forme fundamentale, E = 1, F = 
= 0, G= + ba, Deoarece 7,xX7, = (b sin v, —b cos v, 4), ||l7,x7,ll = 
= TauXT. b sin v, —b cos v, u 
= NEG — Fi =V pè, | a o osie, cool) | 
i Pa X Poll V F u? 
Găsim de asemenea 7, = 0, Fuy = (—sin v, cos v, 0), Fey = (— 4 cos v, 
, b 
—u sin v, 0), L= 0, m= — =, n=l. 
vbt p u” 
Prima formă fundamentală, ds? = du? + (u? + b°) du”. A doua formă 
—2b 
fundamentală, do? = ——=— du dv. 
: [p2 ir u? 
VO“ — 
In — m? = 


3) Curbura lui Gauss K(r) = ———— = ————— 
) Curbu au ír) LFP TE 
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GI — 2Fm + En _ 
2(EG — F’) 


Deci elicoidul este o suprafață minimală pentru care — =< <h <9. 


Curbura medie, H(r) = 


25. Se consideră imersia r definită prin x = u cos v, y = usin v, z = bv, 
b#0, (u, vje R?. 

1) Să se arate că r (R?) este o suprafață riglată. 

2) Să se găsească curbura normală şi curburile principale. 

Soluţie. 1) Ecuația vectorială a suprafeţei este Ă = u COS 94 + u sin v 7 + 


+ bvk. Ea se poate scrie în forma 7 = u(cos vi + sin vj), -+ bvk, adică 
suprafața este riglată. Dacă v este fix, atunci extremitatea lui 7 7 descrie gene- 
ratoarea suprafeței. Dacă u este fix, atunci extremitatea lui 7 descrie o elice 
pe suprafață. 

2) 7 = u cos v? T u sin vj + bok. V ectorii viteze parțiale sînt 7, = 


= cos zi =: sin vj, 7e= — usin v i + ucosy 7 -i= bk. Deoarece (Fur e) 0, 
adică 7, L 7e putem alege drept bază ortonormată a planului tangent în 
| = 
punctul curent al suprafeței baza formată din vectorii E. = —— 7, = 
Tu 
= TE IE E —usin vt + ucos vj + bk viar 
= cosvi + sinvj, fa =—;— fe = Tnn PUEY TA Orientăm 
A JF ui 
= uX, bsinv >  bcosv = w > 
suprafața alegînd U= ST E iei A A a AS, 
aiti ui EAZA TE EE Vb? + u? Trp 42 
d > bu sin i + bu cosv = b? z 
Avem S(è) = — — U= — i == E Si aaa iak E T k 
du (b? -- u’)? (B + w)’ (b? + u’)? 
a 1 d >  —bcosy= bsinv = 
DEP a) ee sa fe ea 
IZel dv byu? b p 42 


Găsim. Sa = (S(1); 2.) = 0; S = (Sla), E) = 0, Su = (SE), 25 = 
= (Za S(22)) = —— 


bB pu? l 
Fie Z = cos 0 Z, + sin 0 Z». Obţinem f (0) = &,(2(6)) = — Di 29 ai deci 
+ u7 
- < k,(€(6)) < : dică 
-a <s al << r ICa 
kı = (2 (Ea — :))= u p 


: J2 L3 __b 
Ra = (za, T D) 4 pn pe 
26. Se consideră suprafețele E,(1 = 1, 2, 3), date prin 
Ta (u, v) = (u + v, W? + a, w? + 99), (u, vje R?; 
Ta (4, v) = (u°, uv, au Ta 2), (u, vje R?; 
2 2 2 2 
Ti Îsi ETE ATE aP (u, vje (R — {0}? 
u v uv 


Pentru fiecare din ele să se determine 
1) Ecuația planului tangent și ecuațiile normalei în punctul P(ug=1, voọ=2). 


Ta (4, v) = 
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2) Ecuația carteziană implicită. 
3) Curbura lui Gauss și curbura medie în P, 
Solutie. 1) Pentru X, avem x = 3, yo = 5, g= 9. 


Xam Li Y m= 2 Zu = 3 Xa = ÎL, a =, a, m a. 
Ecuația planului tangent este 


= 9=5 29 


1 2 3 |=0, sau 12x — 9y + 2z —9=0. 
1 4 12 
w ji z ss = 4—3 y—3 z9 
Direcția normalei (12, —9, 2). Ecuațiile air ie i 


Pentru Xe, găsim x = 1, 10 = 2, 20044; Xm = 2, Ym = 2, Zq =å; 
Xy = 0, Yan = 1, 2, = 4. Ecuația planului tangent este (8 — a) x — 8y + 
+ 2z— a= 0. Direcția normalei, (8 — a, —8, 2). Ecuațiile normalei: 


m D G a 0 


Pentru X, obținem Xp = 2, Yo = Zo = 5/2; Xu = 0, Yu =Q, Zu = — 3/2; 
k = 0, Yy = Za, = 3/4. 

Planul tangent: x — 2 = 0. Normala: 2y — 5 = 0, 2z — 5 = 0. 

2) Pentru a obține ecuația carteziană implicită a suprafeței, trebuie să 
eliminăm parametrii 4 şi v între cele trei ecuații parametrice. 

Pentru Îi: x = w? -+ 05 + 3uolu + v), 32 — y = (u + 02 — (P + 02) = 
= 2uv, uv = (x? — y)/2. Înlocuind în prima relație obținem x? — 3xy+2z =0. 

Pentru X găsim (xz— y? — a&x? = 0; analog Ez: zyz — x? — y? — 
— z L 4 =Q. 


: = —3- 147 

Ee pi = Á = e 

3) Pentru 2, R(P) aF’ H(P) pa 
si 2 


(a? — 16a + 132)" (a? — 16a + 13222 
Pentru X K(P) = 0, deci în vecinătatea lui P, suprafața se comportă 


ca un plan; H(P) = -e 


2 


E- 2 
27. Se consideră paraboloidul M: 2z = Ž + x 
a 


Să se arate că dacă 6 este unghiul pe care-l face normala într-un punct al 


lui M cu axa Oz, atunci 


R: E: AR DA 
cost aw 


28. Să se arate că imaginea imersiei (suprafața lui Enneper) r: R? —> R°, 
3 


= const. 
16 


u q Sah 
r(u, o) = ( —— + w?, v— z +u, u? — v? |, este o suprafață minimală. 
i 3 


29. Fie M =f? (1), unde f(x, y, z) = — x? + y? + 22. Să se orienteze 
suprafața M. Să se determine curbura normală a suprafeței în punctul P(0, 0, 1), 
în direcţia T, unde 7 este un vector unitar, d e TpM. Cazuri particulare: 


1) Z =7 = (1, 0, 0); 2) 3=7=(0,1,0); 3) 3 = (1V2, 1/2, 0). 
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Lă 


Soluție. Suprafaţa M este hiperboloidul cu o pînză, de ecuaţie carteziană 
implicită —x24+y2+ z = l. 

Deoarece yf = (—2x, 2y, 22) 4 0 pe M, suprafața este orientabilă. O orien- 
yf | —% y 


tăm prin cîmpul normal unitar Ü= = ee e E a a a 
gt] WEF ENE paz 


z 

Va? + PA z) 

Pentru P = (0, 0, 1), orice vector unitar de Tp M este de forma (v1, və, 0), 
unde v? -+ 3 = 1 

$,(9) = —D3U(P) = (v, —vz; 0) şi (0) = v3 — i8. 

Cazuri particulare: 1) kali) = 1; 2) kaJ) = —1; 3) ka) = 0. 

Observaţie: ki(i)=1 şi ka(j) = —1 sînt curburile principale ale lui M 
în P, deci d şi 7 sînt direcțiile principale ale lui M în P. Într-adevăr, 
considerînd Sp: Tp pM — TpM, curburile principale ale lui M în P sînt 
valorile proprii ale acestei aplicații liniare. Matricea aplicației lui Weingarten 


este l il şi din ecuația caracteristică: 


0 —1— 


30. Fie a(u) = (x(u), y(2)), unde x(4)= “JTZ” di, y(u) = e", u> 0 


| =A g i = 0 rezultă i = +1. 


și fie M suprafața de rotație obținută prin! rotirea lui a în jurul axei Ox. 
Să se arate că: 

1) œ are viteză unu; 

2) a are proprietatea ca pentru orice 4 >> 0 segmentul dintre a(4) şi axa 
Ox al tangentei la g în alu) are lungimea constantă 1; 

3) M are curbura lui Gauss K = —1. 


Solutie. 1) Fie (u) = (ui + y(u)3 și vectorul viteză de-a lungul 
pd a 


curbei &, &'(u) = | 1— e” F =e” j, (0) = 1) gu) l| = 1. 
u 
x— VI —e% ar 
2) Tangenta la curba g în punctul a(4) are ecuația N. a 
e: ALE 
= d ZE. Punctul de intersecție al tangentei cu axa Ox are coordonatele 
— e 


t —— ———— 
Vi—e%dr4+-Vl —e%, 0). Prin calcul direct se verifică că distanța 
“0 
dintre cele două puncte este 1. 


U pea 
3) Fie r(u,v =í NI = e” dt, e” cos v, €” sin v) parametrizarea lui M. 


0 
Fa = (V1 — e™, —e™” cosv, —e™ sin v) 
T= i 0 , —e sin v, —e™” cos v) 
e24 
Po |, e” coso, e” sinv 
ce (Ze Dl. 
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=( 0 , E" sint, —e™ cos v) 
(0 , —e™ coso, —e“ sin v) 


Suprafața obținută mai sus se numește pseudosferă (fig. 3.42). 
31. Fie suprafața M = f-1(1), unde f(x, y, 2) = 2 + 92. 


Să se arate că pentru orice aq, b, c, de R, curba 1— alt) = (cos (at + b), 
sin(at+b), ct4+-d) este o geodezică pe M. Să se construiască geodezicele œ 
pentru: 1) a= 0; 2) e= 0; 3) az0, c#0. x 

Solujie. Cîmpul normal la suprafața M: f(x,y,z) = 1, Z =yf = (2x, 
2y, 0). În punctul a(t)e M, Z(a(t)) = (2cos(at-+ b), 2sin(at+ b), 0). 
Rezultă w(t) = (—a sin (at + b), acos (at + b), c) 

2"(6) = (—a? cos (at + b), —a? sin (at + b), 0) = — aÜ (e (8). 

Deci %”(t) are aceeaşi direcție cu normala la suprafață în a(t), adică « este 
geodezica pe M. i 

Geodezicele sînt: 1) a(7) = (cos b, sin b, ct 4-4), care reprezintă o genera- 
toare a cilindrului; l 

2) ali) = (cos (at + b), sin (at + b), d), care reprezintă cercul obținut la 
intersecția cilindrului cu planul z = d; ; 

3) alt) = (cos(at+b), sin(at+b), ct+d), care este o elice cilindrică (fig. 3.43), 


32. Fie M o suprafață şi «: I — M o geodezică pe M. Să se arate că de-a 
lungul geodezicei viteza este constantă. T 

Solutie. Curba a: I — M este geodezică pe M. dacă accelerația de-a lungul 
lui a este normală la M, adică &"(t)e TaM, pentru orice teI. 

Ținînd seama de faptul că &(t)eTanM pentru orice jel, avem, 
d nr ] d -> -> > >n w ->r 
Er a(i) | = x (2'(t), w (t)) = 2(@(t), a"(0)) = 0, de unde rezultă ||&(2)|| = 
= const. pentru orice fe]. 


Fig. 3.42. 
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33. Fie a>8>0 și funcția r:R?— R’ definită prin r(u, v) = ((a + 
+ bcos v} cos u, (a + b cos v) sin u, bsinv). 

1) Să se arate că r este o parametrizare a torului, dublu periodică. 

2) Să se arate că torul este o suprafață conexă și compactă, 

3) Să se determine curburile principale, direcțiile principale, și curbura 
lui Gauss. 

Solutie. Aplicația este diferențiabilă. 

Fie 7 = (æ + b cos v) cos ui + (a +b cos v) sin uj +bsinvk și Fu = 
= — (a+b cos v) sin ut px (a+b cos v) cos uj + 0k, 7, = —bsin vcosui — 
—b sin v sin u j+b cos vk, 74, X7,3%0, deci r este o parametrizare. r este para- 
metrizarea suprafeței de rotație care se obține rotind cercul «{v) = (a+b cos v, 
0, bsin v) în jurul axei Oz (fig. 3.36), adică r este parametrizarea unui tor. 

Ecuația carteziană a torului este (Vx? + y% — a)? + 22 = b, Funcţia r 
este dublu periodică în sensul că r(4 + 2kr, v) = r(u, v + 2kr) = r (u, v) 
(u, v)eR?, keZ. 

Deci, fiecare punct al imaginii lui r corespunde la un punct unic (4, v) e R? 
cu 0<u<2r și 0<vy<2r. 

2) Deoarece aplicația r este definită pe mulțimea conexă R?, imaginea 
acestei aplicații r (R°) este o suprafață conexă în R°. 

Torul este o suprafață mărginită și închisă, deci este compactă. Ea este 
și orientabilă. 

3) Fie J, =7, =(a + b cos v) (—sin u, cos #, 0), 

= 7, = b(— sin v cos u, —sin v sin 4, cos v). 


3 


5 J > PXT zt 5 3 
Orientăm suprafața prin U-—— = — , U=(cosu,cos ù, sin 4 cos v, sin v). 
Hi w 
l uX? v | 
: = 2U i 
Considerăm S(9.) = — Dz U = ——— = (— sin ucos v, cos ucosv, 0) = 
vı cu i 
CGS a aja 5 ôU i ; A 
Jı şi S(T) = — Da U = — —— = — (cos u sin v, sin u sin v 
aF bcos 11$ (Ua) va év ; ? > 
1 Dnd 
—cos v) = —— Va 
b 


Din calcul rezultă că 7, =Ñ și 7, = Va sînt vectorii proprii ai aplicației 
Weingarten Sp, adică sînt direcţiile principale în punctul P al suprafeței. 
s syi 4 cos v 1 | 
Curburile principale sînt ki = — ————, și ka=— —. Curbura lui 
a— bcosu b 
cos 7 


Gauss, K = kı, Ra = ———: 
b(a + b cos v) 


Observaţie. K > 0 pe regiunea „exterioară“, (-7 << =) K< 0 pe 


2 
regiunea „interioară“, [= <y< A și K = 0 pe partea superioară (+ = a 
și pe partea inferioară, |v = =g . 


34. Fie mulțimea de nivel, M = f7 (1), unde f(x, y, 2) = %2? + y? + 2? 
și curba a: I — M. Să se arate că pentru orice pereche de vectori unitari, 
ortogonali, (£,, 22) din R?, curba a« este o geodezică pe M, dacă și numai 
dacă (1) cos (at) €, + sin (at) £3. 
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35. Să se determine liniile de curbură și liniile asimptotice ale parabo- 
loidului hiperbolic M:iz = xy. 

Soluţie. Suprafața poate fi reprezentată prin harta Monge, x = u, y =”, 
z = uv, (u, v) ER’. 

Avem E = 1 +2’, F = uw, G=1 +u, l=n=0, m=1. 

Ecuația diferenţială a liniilor de curbură 


F? —uwv u”? | 
E F G |=0, 
L m n 


devine în acest caz w VIF u = +y VIF u? Aceasta este o ecuație diferen- 
țială de ordinul întîi cu variabile separabile. Soluția generală, 4 -+ JI-F u? = 
= +e(v +vV1+0?). Trecînd la coordonate carteziene găsim x -+ vV1+ x = 
= 4 c(VI+y2+ AY; 2= 359, 

Ecuația diferenţială a liniilor asimptotice, lw’? -+ 2mu'v' + nv? = 0, 
devine wv’ = 0, adică u = &, v = c}. Deci liniile asimptotice sînt x = c, 
Z= 0y Şi y = Co, Z = 0%. 

36. Să se determine liniile asimptotice ale suprafețelor următoare: 

1) x= cosin u, y=v sinin u, z =u, u >0, veER, 

2) x = u, y = w, z =v + lnu, u > 0, vEeR, 


3) =v, y =u, z=u, (u, ve R2. 
R: 1) u= ĉ, u= 0202; 2) u= c, U= pe; 3) u= ĉi, UU = Ca, 
37. Fie M imaginea aplicației r definită prin x = u+0?, y = —2u? + v, 


z=- 

v 
punctul Po(49 = 1, vo = 1). 

Să se determine: 

1) planul tangent la M și tangenta la C în Po, 

2) normala la M și planul normal la C în Po 

3) direcțiile asimptotice ale lui M în Po. 

R: 1) Po(2, —1, 0), plenul tangent x — 2y — 182 —4=0. Ecuațiile curbei C 


— : , (u, P)eRX(R — {—1}) şi pe ea curba C: u = v, trecînd prin 


— — 2 
sînt: =, y= —2u? u, s= a . Tangenta în Po, z = 
u -+ 

TE a ae 

—6 1 

7 x%—2 y+i z 
2) Normala la suprafaţă, e 
1 —2 — 18 


Planul normal la curba C, 6x — 6y + z — 18 = 0. 
3) Direcțiile asimptotice în Pg sînt date de ecuația 8w? + 9wv' + 292 = 0 
și sînt ambele reale. 


38. Se consideră imersia definită prin x = cosu cos, y = COSU sin v, 
P T u T 
z = sinu — ln tg| —+—|, uel0,—], ve. 
e( 4 =) ( 2 


1) Să se determine liniile de curbură și liniile asimptotice ale suprafeței 


(5) 
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2) Să se găsească curbura lui Gauss. 

R: 1) E =tg°u, F=0, G = cosu, l = tgu, m = 0, n = — sin u cos u. 
Curbele 4 = const. şi v = const. sînt linii de curbură. Ecuația diferențială 
a liniilor asimptotice, tgu du? — sin u cos 4 dv? = 0 are soluția generală 


g= +netg(5+5]); 


2) K- P” 4, 
EG — F? 


39. Fie a: I — R?, x(t) = (x(t), y(0)), y) > 0, Vie, o curbă cu viteză 
constantă şi M suprafața obținută prin rotirea lui a(T) în jurul axei Ox. Curbele 
a: I— M, ælt) = (x(t), y(t) cos 0, y(ż) sin 0), OER, se numesc meridiane, 
iar cercurile B: R —M, B9) = (x{ċ), 
y(t) cos ð, y(t) sin 0), tel, se numesc 
paraleli (fig. 3.44). 

1) Să se verifice că meridianele și 
paralelii sînt curbe ortogonale. 

2) Să se arate că fiecare meridian o 
este o geodezică a lui M. 

3) Să se arate că un paralel ß, este o 
geodezică a lui M dacă și numai dacă 
panta tangentei la «(I) în glt) este nulă. 


Solutie, 1) Se observă că 


dag dx dy dy ; 
—2 (1) =| — (H, — (t) cos 0, — (7) sin 8]; 
a (TA a O a O sin) 


dBi (0) — (0, —w(0) sin 6, y oso) şi deci 


do 
dag dB; 
— (t), — (8) | = 0. 
(o e) 
2) Cîmpurile vectoriale tangente la M, =, sá sînt independente. De 
aceea ele generează în fiecare punct planul tangent la suprafață. 
Deoarece 
day , dx d*y a a 
t) = t); = (£ 8, t 8), 
d£ ) (TO T ga (i sin 
găsim 
d?ag dag dx „e dx dy n dy 
t), —— (£) |= — (t)— (t — (t t) = 
mea Po- oO EO" 


aafe 


adică accelerația lui ag este normală la M. 
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3) Acceleraţia lui 8, i-a t (0) = (0, —y(4) cos, —y(i) sin 0). Con- 


dițiile (SE ALE 8), sa 20)= 0, (0 e 6) = 0 sînt echivalente cu 
y(i) = 0. 


40. Fie M o suprafață conexă închisă. Să se arate că: 
1) dacă H = const și K = 0, atunci M este un plan sau un cilindru 
circular drept, 
2) dacă H = const, K = const şi M nu are puncte ombilicale, atunci M 
este un cilindru circular drept, 
3) prima formă fundamentală coincide cu a doua formă fundamentală 
dacă și numai dacă M este o sferă de rază unu. 


41. Să se găsească o suprafață cu curbura constantă pozitivă care nu este 
o submulțime deschisă dintr-o sferă. 


42. Fie D c C o mulțime deschisă, fie f, g, h: D—C trei funcţii monogene 
şi F=(f,g,h): D — 0°. Notăm X = Sef, Y = JmF, w=u +iveD. 
Să se arate că: i 


i) dacă (F',F)=0 (7 să , ai 0 pe D, atunci fiecare dintre funcțiile 
Cu ðu 


X: D > R’, Y: D — R? sînt imersii ale căror imagini sînt suprafețe minimale 
2) dacă M este o suprafață minimală din Rè şi P este un punct al său, 
atunci există o mulțime deschisă D în © şi funcțiile monbgeaie f,g,h: =p G 
astfel încît X(D) este o vecinătate a lui P în M. i 
43. Fie suprafața M: (32 + y? + 2) = a(x? + 3°). ; AR. 
1) Să se aratecă r: D => R?, D = (0, 27) X (0, 7), r (u, v) = (a cos u cos? v, 
a sin usin? v, a sin v cos v), este o hartă și că r (D) = M. 
2) Să se calculeze aria suprafeței M. 


Indicatie. 2) 7 (u, 7) = a cos 1 cos? 95 p= a sin u sin? v Fa + a sin v cos vă. 
Se calculează E = a2cos%&, F = 0, G = &. ; 


H 27 z : 
A = | VEG — F° du dv = NI a? cos? v dud = el du | cos dy=— 7242, 
WD JeD -0 0 
44. Să se calculeze aria suprafeței 
F(u, v) = avcos 2u cos u cos? v t + avcos2usin u cos? v7 + 
+ aVcos 2u sin v cos vf, (u, v) e (0, 27) Xx (0, n). 


3-2 
ma 
R: do = &? cos? v du du; A = . 


$ 4. SUBVARIETĂȚI ALE LUI R” 
Fie R” spațiul euclidian canonic cu n dimensiuni. 
4.1. Fie msn două numere naturale. Incluziunea canonică R” c R” 


este (Xi, ..-, Xm) — (Xis o Xm O, 0). Uneori se scrie R” = R”XR"”, 
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O submulțime M a lui R” se numește subvarietate de dimensiune m dacă 
satisface una dintre următoarele condiţii (echivalente): 

1) pentru Yxe M există o mulțime deschisă D din R” care conține pe x 
și un difeomortism f:D—i(D)c R” astfel încît f(DÐ N M) = t(D) NR”; 

2) pentru Yxe M există o mulțime deschisă Ð din R” care conține pe 
x și n—m funcții diferentiabile f;: D — R, i = 1,2, ..., n — m, astfel încît 
vectorii grad f,(x) să fie liniar independenți și 


MAD = {x| xED, f(r) =0, cu firna) = Q; 


3) pentru orice xe M există o mulțime deschisă D din R” care conţine 
pe x şi o submersie f: D — R™” astfel încât M N D = {x| xeD, f(x) = 0}; 

4) pentru orice xe M există o mulțime deschisă D din R” care conține 
pe x = (Xi, - Xa) O mulțime deschisă E din R” care conține pe (%1, ..., Xm) 
şi n — m funcții diferențiabile h;: E >R, i= 1,2, ... n — m, astfel încît, 
abstracție făcînd eventual de o permutare a coordonatelor, MAND să fie 
graficul aplicației (h,, ..., ha-m): E— R"; 

5) pentru orice xe M există o mulțime deschisă D din R” care conține 
pe x, o mulțime deschisă E din R” și o imersie injectivă g: E — R” cu 
imaginea MND şi cu inversa gt: M N D —>E continuă. 

Dacă în fiecare dintre aceste definiții utilizăm funcții de clasă C?, atunci 
M se numește subvarietate de clasă C?. 

Numărul natural n—m se numeşte codimensiunea lui M. 


4.2, Subvarietăţile de dimensiune zero sînt mulțimile de puncte izolate 
din R”. Subvarietățile de dimensiune unu se numesc curbe, iar subvarietățile 
de dimensiune doi se numesc suprafețe. 

Subvarietățile de codimensiune zero sînt mulțimile deschise din R”. 
Subvarietăţile de codimensiune unu se numesc hipersuprafete. 


4.3. Fie M o subvarietate a lui R” de dimensiune m. O funcție diferen- 
țiabilă h: D — R” cu proprietățile: 
1) D este o mulțime deschisă din R”, 
2) h(D) c M, 
3) h este o imersie injectivă, 
se numește hartă în M. 


Dacă h este numai imersie, atunci h se numește parametrizare a regiunii 
h(D) din M. Conform lui 4.1.5 orice punct xe M admite hărți h: D —> M 
astfel încît xeh(D). 


4.4. Fie M o subvarietate a lui R”. Un vector v din R” se zice tangent 
în x la M dacă există o curbă din M (o aplicaţie diferențiabilă «: I — M, 
I = interval deschis din B) pentru care afto) = x, a'(î0) = v, bel. 

Mulțimea vectorilor din R” tangenți la M în x este un subspațiu vec- 
torial al lui Æ” de dimensiune m, numit spațiul tangent la M în x şi notat cu 
TM. 

Muiţimea TM = U T,M se numește fibrarea tangentă a lui M. Aceasta 


seM 
este o subvarietate a lui R” de dimensiune 2m. 


4.5. Fie M o subvarietate a lui R” și «: I — M o curbă din M. Restricția 
a: [a, 0] = M, [a,b] c I, se numeşte segment de curbă în M. 

O subvarietate M de clasă C?, p>1, se numește conexă dacă pentru 
orice x, ye M există un segment de curbă în M care unește pe x cu y. 
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4.6. O submulțime M a lui R” se numește subvarietate de dimensiune m 
cu frontieră, dacă pentru orice xe M există o mulțime deschisă D din R” care 
conține pe x şi un difeomorfism f: D — f(D) c R” astfel încât 


{(DN M) = f(D) N (H” x{c}), 
unde H” — {Xp on Xp) ER”, x, >) şi cER =”: 
Mulțimea 4M = {x| xe M, f(x)eR”Ix(ax(0); numită frontiera lui 


M, este o subvarietate de dimensiune m—1. Mulțimea M—êM, numită 
interiorul lui M, este o subvarietate de dimensiune m. 


Spaţiul tangent T,M se defineşte ca şi pentru o varietate fără frontieră. 

4.7. Hipersuprafete cu frontieră, Fie T o hipersuprafață în R". O hi persu” 
prafaţă cu frontieră în R” poate fi definită astfel | 

M = {xe M | gi(x)< ci, -.-, Erl) < C}, unde gai -.-, gr: M —>R sînt funcții 
diferențiabile cu proprietățile gr'(c) Ngy lo) = Ø, pentru orice i#j și 

k 
grad g;(x)#0 pentru orice xeg;1(c,). Frontiera lui M este 2M = Ugy (c)N M. 
i=1 
Dacă hipersuprafața M este caracterizată prin ecuația f(x) = 0 (grad f(x) + 
i k 
#0, pentru orice vxe M), atunci M = f(c) n N gr'(— o, c) şi T,M = 
= 

= {ve TR” | (v, V î(x)) = 0). Un vector veF,M, xeoMe M (adică xeg;!(c,) 
pentru anumiţi 7) se numește: 

1) orientat către exterior dacă (v, Vg;,(%)) > 0, 

2) orientat către interior dacă (v, Vgi(x)) < 0, 

3) tangent la frontieră dacă (v, Vg,(x)) = 0, 

4) normal la frontieră dacă (v, w) = 0, pentru orice we T,M N T0M. 

4.8. Fie M o hipersuprafață a lui R” cu sau fără frontieră. Un cîmp vec- 
torial normal unitar U pe M se numeşte orientare a lui M. 

Noţiunea generală de orientare va fi dată în $6. 


Exerciţii şi probleme 

1. Mulțimea matricelor pătratice reale de ordinul #, cu determinantul 1, 
este un grup în raport cu înmulțirea, numit grupul liniar special SL(n, R). 
Identificăm pe Maxal R) cu R™., 

1) Să se arate că SL(2, R) este o hipersuprafață a lui Rî. Să se determine 
Ta SL(2, R), unde 

1 0 
=> [n ai 


2) Să se arate că SL(3,R) este o hipersuprafață a lui R°. Să se deter- 


mine 7,SL(3,R), unde 
1 0 0 
Xo = : 1 o = 
0 01 


3) Să se arate că SL(n, R) este o hipersuprafață a lui R”. Să se determine 
Tn SL(n, R) pentru x = I (matricea unitate de ordinul n). 
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Soluţie. 1) Fie (x1, Xa, Xa, Xa) eR? şi 


îns E E Maxa(R) 
matricea asociată. Mulțimea SL(2,R) devine o submulțime din R! caracte- 
rizată prin 

SL(2, R): xıx4 — xa% = |. 
Astfel SL(2, R) este mulțimea zerourilor funcției diferențiabile definită prin 
f (x1, X2, X3, X4) = XX — Xz% — 1. Deoarece grad f(x) = (Xa, — Xs, — X2, %1) 
este nenul pe SL(2, R), rezultă că SL(2, R) este o subvarietate de dimensiune 
4—1=3a lui Ri. 

Fie 
= a(t) = E pei 
xa(1) xlt) 


o curbă în SL(2,R) care are proprietatea 


Vectorul viteză în 4, este 
a'(to) = B s 
x(t)  xa(t) 
Condiția (grad f (xo), '(fo)) = 0 implică xilto) + xilt) = 0, adică 
b 


T., SL(2, R) -[[; i 


ned 


2) —3) Analog. 
2.1) Să se arate că grupul ortogonal O(n, R) este o subvarietate de dimen- 


siune ma d), a lui R”. 


2) Să se expliciteze T,,O(n, R) pentru xo = I (matricea unitate). 
Soluție. 1) Grupul ortogonal O(n, R) este mulțimea matricelor pătratice 
. reale A = [x,] de ordinul n pentru care AA = I. 
Privind pe A ca un element x = (Xii, --, ine ai, oses ame cecs Kals «ce Xan) 
din R" mulțimea O(n, R) devine o submulțime din R” definită prin 


O(n, R): 22 ii kg = i 
n + 1) 
2 


Astfel O(n, R) este mulțimea zerourilor a zi funcții diferențiabile 


x — f(x) =)> Xei Xag — du, 1j. Deoarece grad f(x), i<j, sînt inde- 


k 
pendenți pe O(n, R), rezultă că O(n, R) este o subvarietate de dimensiune 
n? — aa oia e. E a lui R”. 
2 2 
2) Spațiul tangent la O(n, R) într-un punct x este caracterizat prin 


3 Yis day + 2a (za) Xey = 0. Înlocuind pe xy cu 8y găsim dx, + du = 


= 0. Astfel T,,O(n, R) este mulțimea tuturor matricelor antisimetrice. 
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3. Definim f: D —>R*, unde D=((u,v,o)lueR, 0<v <z, 0<w< 
< 7), prin f(u, v, w) = (sin u sin v sin w, cos u sin v sin w, cos sin w, cos w). 

1) Să se verifice că f(D) este o varietate cu trei dimensiuni în R4. 

2) Să se arate că f(D) este conținută în sfera cu trei dimensluni din R?. 

4. Fie M o hipersuprafață a lui R” şi h: M —>R o funcţie diferențiabilă. 
Să se arate că h creşte cel mai repede de-a lungul liniilor cîmpului vectorial 
grad h. 

Indicaţie. Fie a: [a, b] — M o curbă integrală a lui grad h și B: [a, b] => M 
o altă curbă astfel încît B(a) = ala) și || 8'(£) |i = || æ’ (ż) ||, pentru orice 
vie[a, b]. Rezultă h («(5)) >h (8(5)) cu egalitate dacă şi numai dacă ß = «. 

5. (Fibrarea tangentă ) Fie M o hipersuprafară a lui R” orientată prin U. 
Să se arate că 

TM = {(x,v)| xeM, (v, U) = 0} 

este o subvarietate de dimensiune 24 — 2 în R”, 


6. (Fibrarea sferică) Fie M o hipersuprafaţă a lui R” — orientată prin U. 
Să se arate că 


TIM = {x,v)| xeM, (v,U)=0, {v, v) = 1} 
este o varietate cu 2n — 3 dimensiuni în R”. 
7. Să se verifice că semisfera 


S = (au, Xa, Xa) | (cu, X2, x3) ER?, xi + 13 + ai l, 320) 


este o suprafață cu frontieră în R?. 


1 1 
Fie [——s ——, 0| un punct de pe frontieră. Să se scrie ecuatia planului 
| m p ) p p tia pl 
tangent la S în acest punct și apoi să se expliciteze un vector tangent la S 
orientat către exterior, unul orientat către interior, unul tangent și unul 
normal la frontieră. 

Soluţie. Să considerăm funcția diferențiabilă definită prin f (47, xə, %3) = 
= %3 -++ x2 -+ xg — 1 al cărui gradient (2x1, 2%2, 2%3,) nu se anulează în nici un 
punct din S. Apoi g (%1, ¥2 X3) = — x3 este o funcție diferențiabilă astfel 
încît 

S = f0) ng™ ((— œ, 0)). 
Frontiera lui S este ecuatorul 2S = {(x1, X2, x3)E S, %3 = O). 


—— —, 0j este x Xa = a 0. 
Ja” J2 ) i e și 


Un vector Z(v,, v2, v3) se va afla în acest plan 
dacă și numai dacă vı -+ 2 = 0 (ortogonal vecto- 
rului normal al planului). 

Se observă că grad g(x,, x2, %3) = —k. De 
aceea (vı, —Uu, 93), v3 <0, este un vector tangent 
la S orientat către exterior; (vı, —v, v3), v3 > 0, 
este un vector tangent la S orientat către inte- 
rior; (v —7u, 0) este un vector tangent la S și 
tangent la ôS; (0, 0, v3), vaz 0, este un vector tan- 
gent la S și normal la âS (fig. 3.45). 


Ecuația planului tangent la S în 
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8. Fie f: D — R” astfel încît f(D) să fie o hipersuprafață fără frontieră 
în R”. Fie x = (i, 2o, In) ER” CU xn 0. Definim p: DX[0, 1 >R, 
prin glir ---, fasa) = (1 — tny) X + taialflto -~ fn) 0). Să se arate că ș(DX[0, 1]) 
este o hipersuprafață cu frontieră în R™! (conul peste f(D) cu virful în x). 

9. Fie M = f!(c) o hipersuprafață fără frontieră a lui R”. Să se verifice 
că cilindrul peste M, 

M XI = (acu, seca an) | (i es Ia) ER, f(x, oo a) = OSS G 
este o hipersuprafață cu frontieră în R°*, 

10. Fie M o hipersuprafață în R” cu sau fără frontieră. 

1) Fie D=(x,, %2) ER? | xi + x< 1} şi o aplicație diferențiabilă ọ:D—M. 
Mulțimea ọ(D) se numește disc în M. Să se expliciteze frontiera discului, 

2) Fie RZ = { (x3, %2) | (au, %2) ER?, x< 0} şi o aplicație diferențiabilă 
9:DOR2 — M. Multimea ọ(DÐNR?) se numeşte semidisc în M. Să se 
expliciteze frontiera semidiscului. 

3) Fie A = (au, x2) | (au, %2) ER?, 4130, x2>0, xı + Xa) şi o aplicație 
diferențiabilă ọ: A — M. Mulțimea ọ(A) se numește triunghi în M. Să se 
expliciteze frontiera triunghiului. 

R. 1) îp= poa unde a: [0, 2x] — D, a(t) = (cost, sin ż). 

2) ðp= pog unde «:[0,2 + 7]—> DNAR, 
ady e (1 — 4,0) pentru te[0, 2] 
(cos (t — 2 + n), sin (t— 2 + x)) pentru te[2,2+ r]. 

3) îp = poa unde «:[0,3]—A, 


(£, 0) pentru żef0, 1] 
a(t) = | (2—7, i—1) pentru żłe[1, 2]. 
(0, 3—t) pentru że[2, 3] 


11. Fie hipersuprafețele Țițeica X%, definite în R”, n = 2, 4,8, prin 
ecuații de forma 4 43... Xa = L. 
Să se arate că aceste varietăţi sînt paralelizabile. 


Soluţie. O varietate geometrică de dimensiune m se numește paraleliza- 
bilă, dacă posedă m cîmpuri vectoriale (diferenţiabile) tangente independente. 


Pentru o hipersuprafață a lui R” care se poate reprezenta printr-o ecuație 
implicită f(x, Xa, ..., Xa) = 0, avem cîmpul vectorial normal Z = Vf şi orice 
cîmp vectorial tangent T este caracterizat prin ecuația (T, Z) = 0. 

Fie X: x1% = 1. 

Aceasta este o hiperbolă echilateră, o varietate Țițeica cu o singură di- 


mensiune. (Se poate demonstra că este satisfăcută condiția 3 == const., 


unde £ este curbura curbei, iar d este distanța de la origine la tangenta 
într-un punct curent de pe curbă), 


Construim cîmpul vectorial normal la £4, Z = x + x. Cîmpul vectorial 
tangent T(—x,, x2) se obține din Z printr-o rotaţie de unghi = Cîmpul 7 nu se 
anulează în nici un punct de pe curba xı% = 1, deci este independent. 


Considerăm acum hipersuprafața Țiţeica Es: x1%2%3%4 = 1. 
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Cîmpul vectorial normal este definit în toate punctele hipersuprafeţei 
i 1 T 4 5 5 : : 
prin Z =(2 —— z} Putem construi trei cîmpuri vectoriale tan- 
Xa K Xa Xa 


, ; —1 1 —1 1 
gente, (T, Z) =0, î= 1,2,3 şi anume: (*) Tı =| > —3s , P 
Xa XI Xa Xa 
Pa — —] — ie Se , 
Ta= zi, da Em o) ATY zh 2 | Se verifică prin 
X3 Xa %ı Xə X4 Xa Xo X 
calcul direct că cele trei cîmpuri sînt reciproc ortogonale, adică (T, 1,) = 0; 
oricare ar fi 1#j; î,j = 1,2, 3. Deoarece sînt diferite de zero peste tot și 
reciproc ortogonale, ele sînt liniar independente. 


; t i £ £, 1ł 
Fie E: Xa XaoatotetzXa = 1. În acest caz, Z =(7 o — s3 


Xı Xa Xa Xa %5 
1 1 1 : : e a ea 
— 3 —>» — |. Un cîmp vectorial tangent se poate obține împărțind variabi- 
Xa Åy X 
lele lui R în perechi, adică xı, X2,; Xa, X4; ...; Xy Xg Şİ schimbînd rolul 
variabilelor unei perechi și semnul unei variabile. Putem lua 


= 1 =} 1 si 1 1 z) 
F= — —> k — O 3 IP 4 
Xa Xi X4 Xa Xe Xs Xg Xr 


Împărțim variabilele lui R* în grupe de cîte patru și după modelul (+) 
obținem două cîmpuri vectoriale tangente, 


—l1 1 1 —1 =i =1 1 >] 
Ta = s a I m e au —— 13 
( 3 Xa X Xa Aa Xg %5 Xe 


z —i1 1 1 —1 1 —1 >) 
T; =. — >) .—]* 
Xa X3 Xa A Xg Xr Xe %3 


Alte patru cîmpuri vectoriale tangente se obțin schimbînd rolul celor 
patru variabile xı, %2, %3, x4 cu celelalte, x5, Xe, X7, Xg- 


—l 1 1 1 1 —1 —l —i 
ra=| , 2c Sg — G Li me =} 


%5 Xg X7 Xg Xi Xa Xa X4 
— —1 1 1 1 1 1 -— 
Ty = , ————— ; 3 
Xe X5 Xg Xr Xa Xi Xa Xg 
=j t l za 
Te = i > e meet seg & , aur 2 > 2 > 
Xr Xg X5 Xg %3 Xa Xı Xa 
—1 1 —i —Í 1 Î —] 1 
7 = > —3) —— 3) 3 —3 — 3) > — 
Xg Xr Xg %5 Xa X3 Xa Xi 


Prin calcul se verifică (7,2) =0, (Tao 7) =0, îti, j= 12,7, 
deci X, este paralelizabilă. 


12. Fie f: R” XR” — R o funcţie diferențiabilă. Numim pe R” spatiul 
stărilor şi pe R” spațiul de control. Multimea MceR"xR” a tuturor 
punctelor critice ale potențialelor x — f(x), xe R”, ce R” se numește varie- 
tatea catastrofă. Restricţia proiecției naturale z: R"xR” => R” la M se 
notează cu y și se numește aplicația catastrofă. Submulțimea Sc M formată 
din punctele singulare (= critice) ale aplicației catastrofă y: M > R” sau, 
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echivalent, formată din punctele critice degenerate ale potențialelor x — f.(%), 
se numește mulțimea singularităților. Imaginea B = %(S)c R” se numește 
mulțimea bifurcatie, 

Cele șapte catastrofe elementare. Pentru fiecare dintre următoarele funcții 
să se expliciteze M, y, S şi B. Să se arate că graficele funcţiilor date cât şi 
varietățile catastrofă asociate sînt subvarietăţi riglate. 


1) faldul 


f(x, = A x? + ax, 
>» 
2) întoarcerea 
f(x a 6)= E at A — ax? + bx, 
4 2 


3) rindunica 


1 
f(x, a, be) = = 
5 


dr ly -+ cx, 


4) fluturele 
f (x,a, b,c, d) = ax + — bă e et + dx, 


5) ombilicul eliptic 
f(x, y, a, b, c) = 35 — 3x99? + alx? + y’) + bx + oey, 
6) ombilicul hiperbolic 
f(x, y, a, b, c) = x% p y? + axy + bx ey, 
7) ombilicul parabolic 
f(x, y, a, b, c, d) = yo yt + ax ++ dy? ocx + dy. 
Soluţie. = Considerăm funcția f:RXR?—R de valori f(x, a, b) = 
= xt +4 ax? + bx. 
Graficul i f este o hipersuprafață riglată în R* fiind imaginea hărții, 
x=u, a= v, b= W, a e E d wu, (u, v, w) e R°. 


1 
Potențialul este funcția parțială x — fap(x) = = xt + T ax + bx. 


RAA = 4 + ax + b, punctele critice ale lui f sînt soluţiile 


ecuației x° + ax + b= 0. Se ştie însă că natura rădăcinilor unei asemenea 
ecuații este determinată de semnul discriminan- 
tului D = 4a + 270: dacă D <0 adică (a, b) 
aparțin e regiunii Z din figura 3.46, atunci există. 
trei rădăcini reale; pentru D = 0 dar 4#0 sau 
b0, adică pentru (a, beTUTa, ecuația în v 
are trei rădăcini reale, una fiind dublă (corespun- 
zător lui I[,, cea dublă este cea mai mică; co- 
respunzător lui Te, cea dublă este cea mai mare); 
dacă D=0 și a=b=0, atunci x = 0 este o 
Fig. 3.46 rădăcină reală triplă ; pentru D > 0, adică pentru. 
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(a, b) aparținînd regiunii II din figura 3.46 ecuația în x are o rădăcină reală 
2 

și două rădăcini complex conjugate. Ţinînd seama de Lto = 342 + a 
x 


constatăm că punctele critice sînt nedegenerate cu excepția cazului a = b = Q 
în care x = 0 este un punct critic degenerat. 

De asemenea, dacă ţinem seama de semnele derivatelor de ordinul unu și 
doi, respectiv, ajungem la următoarea concluzie: pentru (a, b) deci regiunea I, 
figura 3.46, funcţia fẹ are un maxim local printre două minime globale; 
pentru (a, b)eT,, funcţia fẹ are un punct de inflexiune la stînga unui punct 
de minim global; pentru (a, b)eT funcția fẹ are un punct de inflexiune la 
dreapta unui punct de minim global; dacă a = b = 0, atunci x = 0 este un 
punct de minim global pentru fo; dacă (a,b) aparţine regiunii II din 
figura 3.46, atunci f, are un minim global. Graficele corespunzătoare pentru 
x — fæl(x) sînt schițate în figura 3.47. 


E 
| 


Pai 


Fig. 3.47 


Varietatea catastrofă are ecuația = falx) = 0, adică M: +ax+b=0. 
x 


Ea nu este altceva decît imaginea hărții r: xv = u, a = v, b= — u? — vu, 
(u, v) e R?. Astfel M este o suprafață riglată în R? (fig. 3.48). 


I T P o i 
Fig. 3.48 


Expresia în coordonate a aplicaţiei catastrofă este y or (u, v) = (v, —1 — 
— vu). Ei i se atașază matricea Jacobian 


0 j, 
—3u?’—v —u 
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Deoarece determinantul acestei matrice este 342 + v, rezultă că punctele 
parabolei P: 342 + v = 0 din planul «Ov sînt punctele singulare ale lui o 7. 
Astfel, mulțimea singularităților S este caracterizată prin x = u, a = 1, 
b = —u? — vu, 3u? + v = 0, adică S este o cubică răsucită (curbă fald) de 
ecuații parametrice x = u, a = —3w?*, b = 2u’. Corespunzător, mulțimea 
bifurcație B are parametrizarea y(u, '— 3u, 248) = (—3u?, 2u’). Cu alte 
cuvinte, B este parabola semicubică de ecuație carteziană implicită 44% -+ 
+ 275 = 0 (fig. 3.46 și 3.48). Pentru această curbă originea este un punct 
de întoarcere (punct singular) de speța întîi. 
Analog se rezolvă 1), 3), 4), 5), 6), 7). 


$ 5. ALGEBRĂ ȘI ANALIZĂ TENSORIALĂ 


5.1. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n și V* dualul său. Un 
tensor de tipul (5, g) pe V, unde 7, ge N, este o funcţie 
T:V°X...XV* xX VX...XV>R, 


P factori q factori 
(wt, n, OP, D seo W) > Thot, eee, OP, Va, ++, Va), 


liniară în fiecare sete (multiiniară). Numărul $ se numeşte ordin de 
contravarianjă, q se numește ordin de covariantă, iar p -+q se numește ordinul 
tensovului. 

Mulțimea tuturor tensorilor de tipul (p,q) pe V se notează cu 92(V) și 
este un spaţiu vectorial real de dimensiune n?*%. Evident, 90(V) = R, 9;(V) = 
= V, 59V) = V”. 

5.2. Fie 92(V), 3;(V) şi g2ł};(V). Funcția 

Q :52(V)x510V) — I2H(V) 
definită prin 

SO Ta enr 0097, Denn a e (er, or y Dipang W) T(G am U, 
Vitir ees» Data) este o aplicație biliniară și asociativă numită produs tensorial, 
Această definiție se extinde la un număr finit de factori. 


5.3, Fie (e, ..., €} o bază a lui V și {e}, .., e"} baza duală în V*. Mulțimea 


LO. Oe 89.9, ina stp ja o afim Î, oani este o bază 
a i T(V) numită baza produs $ și deci oricare ar fi TES 2V) putem scrie 


T= Tie Pe, 9... 96,99... O eh (convenţia Einstein de însumare), 
unde 

TR = Then, a, ein, ep, oes Eh). 
sînt niini tensorului T. 

Fie fe,..,€n) Şi few, sue Ep) două baze în V și (el,...,6%) respectiv 
A i bazele duale corespunzătoare din V”. Schimbarea bazelor este 
descrisă de relațiile 


ep = Ac, C = Aie, 

unde 
i E i ar i 
iat, Adi ăi, 


238 


Corespunzător, 
e 0... Oe, D zh 9 ...8 eh= Ai ae ARA} a A} GE pe 8 DP Ga A 
Și 
z s’ în PEEN TPA 
TA: iz Añ.. „Ap A ... Ap Ties £. 


5,4. Fie w:Vx.. XV, (Up, -e V) = O(Uu -s Va), un tensor de tipul 
(0, q). Acesta se numeşte 

1) simetric dacă valoarea sa rămîne aceeași pentru toate permutările 
posibile ale argumentelor, 

2) antisimetric dacă valoarea sa după orice permutare a argumentelor 
este produsul dintre valoarea înainte de permutare și semnul permutări, — 


5,5, Fiep > 0, 4>0, S= l, d, t= 1, n, Aplicația tri: TV> 
— T?-1(V), definită prin 


ETE en t, Vin a Vi =D To oa et, aa T, t 
Er, Ups sees Uq) unde {er ..., En} este a lui V, iar mi, .Ţ„ e"} este baza duală 
din V*, se numește contracție. Pe coordonate, 
„d se faza oÈ 
(tr Ta = 3 Ti a B 


5.6. Presupunem că V este un spațiu euclidian; produsul scalar sau metrica 
riemaniană (,) pe V nu este altceva decît un tensor covariant de ordinul doi 
(formă biliniară), simetric și pozitiv definit. Metrica induce o aplicație liniară 
nesingulară G:V— V*, G(u)(v) = (u, v), pentru orice veV. Fie G! in- 
versa lui G; dacă œe V’, atunci (Čo, v) = o(9). 

Fie s= 1,...,fp;t= L, nag şi Te8?2(V). Definim Ge, 1: 92(V) — T24(V), 
BR dă e a „ma 9 TRI 2) = Tot, cai L OD) e T E Da oua E sui 
. U1), unde semnul „^“ înseamnă că argumentul pen lipsește. Pe 
coordonate, 

ipm 


igt, 
(Gs, T) yi til e “dat — GTi: ditai ‘Jati’ 


Această operație se numește „coborîrea“ indicilor. Analog, utilizînd pe G-t, 
se defineşte „ridicarea“ indicilor. 


5.7. Fie D o mulțime deschisă și conexă din R” și $(D) algebra reală a 
funcțiilor reale diferențiabile, definite pe D. Un vector X, tangent la D în 
punctul y = (xt, ..., x”) poate fi privit ca o funcție X,: s(D )— R cu pro- 
prietățile 

X(f + 8) = X(f) + X,(8), Xalaf) = aX,(f), ae, 
Xa(f8) = (X4(£)) s(*) + f(x) X,(8). 
În acest context baza canonică a spațiului tangent T,D este 


nE Dn 
re ear 
Un cîmp vectorial X pe D este o funcție X: D —> U T,D, X(x)e T,D. 
xeD 
Deci 


ĉ 


Xa) = X-a 
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Cîmpul X se numeşte diferențiabil dacă funcțiile coordonate x — X'(%) sînt 
diferențiabile. Adunarea dintre două cîmpuri vectoriale și produsul dintre o 
funcție reală și un cîmp vectorial se definesc punctual. 

Alternativ, cîmpul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicația X: $(D) — 
— (D) cu proprietăţile 

X(f + g) = X(f) + X(g), X(af) =aX(f), ae, 
X(fg) = (X(5))s + &(X(8) . 

Fie X şi Y două cîmpuri vectoriale TEF pe D. Cîmpul vectorial 
[X, Y] definit prin f —[X, Y] (£f) = X(Y (£)) — Y(X(f)) se numeşte croșetul 
cîmpurilor X şi Y. Deoarece pentru orice trei cîmpuri vectoriale diferenţiabile 
X,Y, Z avem X[X,[Y, Z]] = 0, mulțimea %(D) a tuturor cîmpurilor vecto- 
riale diferențiabile pe D este o algebră Lie peste cîmpul R. 


5.8. Fie (D) algebra funcțiilor reale diferențiabile pe D și %(D) algebra 
Lie a cîmpurilor vectoriale diferențiabile pe D. O funcție œ: (D) > F (D), 
$(D) — liniară, o(X) = diferențiabilă oricare ar fi X, se numește 1-formă 
diferențială pe D. Adunarea a două 1-forme diferențiale și produsul dintre o 
funcție reală şi o l-formă diferențială se definesc punctual. 

Fie T:D dualul spațiului tangent T,D. Baza canonică în T}D este (dal, . 


„.» 44”), fiind duală bazei at k ma din T,D. De aceea expresia locală 
x 


x ĉ 
a unei 1-forme diferențiale œ este œ(x) = w(x) dai. 
Mulțimea tuturor 1-formclor diferențiale pe D va fi notată cu %(D). 
; 5.9. Fie 5?(7,D) mulțimea tuturor tensorilor de tipul (p,q) pe spațiul 
tangent T,D. O funcție 


T:D >U S}(T.D), Ta)esA1,D), 


se numeşte cîmp tensorial de tipul (p, q) pe D. 

Fie 92(D) mulțimea tuturor cîmpurilor tensoriale pe D de tipul ($, q). 
Adunarea a două elemente din această mulțime ca și produsul dintre o funcție 
reală și un cîmp tensorial se definesc punctual. 

Deoarece baza canonică în J2(T,D) este 


LE a O E T E al, 
E Ex’? 


expresia în coordonate a lui T este 
a E. (d ă 
i (x) = Tacair 9..9 cara ® dgh 9..9 dale. 
cya r 


Cîmpul T se numește diferențiabil dacă funcțiile coordonate sînt diferențiabile, 
Echivalent, un cîmp tensorial de tipul ($, q) este o funcţie 


T:%(D) x ... X E(D) x XD) x... XE(D) > (D), 
a ttev daciei 


$ factori g factori 


(01, a P, Xa, n Xa) > T(t, e. OP, Xi o Xa), E(D) — liniară în fiecare 
argument. 

Definiţiile cîmpurilor tensoriale simetrice respectiv antisimetrice ca şi 
definițiile produsului tensorial și contracției pentru cîmpuri tensoriale sînt 
evidente. 
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5.10. Fie x un punct din D caracterizat pe de o parte pin, coordonatele 
(x}, ..., x”) = (3), iar pe de altă parte prin coordonatele (x, - a”) asah 
schimbarea de coordonate fiind x” = x(x) cu inversa 4! = xi(xi). Baza 
n ĉ 2 ô a” 
E vé ) se schimbă în ra AR i cu legătura - = 

z 


RI pg n 2 tn 
èx! EL a PR ca! dă a R 


cai 
= = (2%) SA 
Că că! 


PPR! 
VI, cnd To AA la T (x”) dx” |, Evident, 
at 


; corespunzător baza duală (dal, ..., dx"), se schimbă în 


z 


e y = = dp, PT: =, 
2x’ cai îxi x 
Corespunzător, 
ori IR A PRR pi 
ĉ sg. EE e a Exi = x” x m axa 
cati i A îi A i 2 aj 7 aia 
exi Ex Exo exh Ex 
x BL ... if dgh (639) ... (633) data, 
că cx? 
și 
FEN. „de VA n "E 
Hopa Si ah „hi al 
île ggh oye oga ape € 


5.11. O funcție D: %(D)x%(D) — (D), (X,Y) — DxY, cu proprietățile 

Dx(Y¥; + Y2) = DzY;ı + DxYo, Dax = Dg Y + Dă, 

Dz(fY) = {DxY+X(f)Y, DaY = fDzY, oricare ar fi fe $(D), se numește 
conexiune liniară sau derivare covariantă pe D. 


Fie D o conexiune liniară pe D. Funcţiile T}: D > R, 4,j,kR=1,..,n 
definite prin 


se numesc componentele conexiunii D. Conexiunea D se numește simetrică 
dacă T} = r}. 
Curbele definite local prin sistemul 


d2 Li d „d xë 

x p de d 
dg di dż 

se numesc geodezicele conexiunii D. 


5.12. Fie D o conexiune pe D și X e %(D). Conexiunea D induce derivarea 
covariantă în raport cu X, notată Ds care aplică pe $?(D) în el însuși. Opera- 
torul D se defineşte prin 


Daf = X(f), fef(D), 
DxY este dat de conexiunea pe D, 
(Dzo) (Y) = X(&(¥)) — o(D:¥), «&esTYD), 
(Dra hrs Ypa Ya) SRT a a Yaa Ya) — TD 
e, Vine Xo ~e = Mod Yy Do Pa TEs). 
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Se verifică relația Dz(S ® T) = DS 8 T+S Q DT, oricare ar fi S, T. 
Operatorul Dx induce un operator general de derivare covariantă care 
aplică pe 92(D) în 92,,(D). 


5.13. Un cîmp tensorial g de tipul (0,2) pe D cu proprietatea că g(x) este 
o metrică riemaniană pe T,Ð se numește cîmp tensorial metric. Cîmpul ten- 
sorial metric induce operaţiile de „ridicare“ și „coborire“ a indicilor pe cîm- 
purile tensoriale (vezi 5.6). 


5.14. În paragrafele 5.7—5.13 mulțimea D poate fi înlocuită cu orice 
subvarietate de dimensiune m> 1 cu sau fără frontieră, a lui R”. 


Exerciţii şi probleme 


1. Să se verifice că (£,): 92(V)x32(V) = R, (S, T) = Sp: 2 Thu este un 
produs scalar pe 82(V). 

2. Fie V un spațiu euclidian cu metrica g = [g4], g! = [gi7]. Să se veri- 
fice că următoarele funcții sînt produse scalare 

1) funcţia definită prin S- T = gi... gSa i Tip S, TESa(V), 

2) funcția definită prin A- B = gij, - Zipp A Bit, A, Be9?(V). 

3. Fie V un spațiu euclidian real cu trei dimensiuni și J: V — V. Să se 
verifice relația (F(u), 9(v)xs()) = (det) (u, vxw). În ipoteza că J este 
nedegenerat, să se arate că J(v) xT (w) = (det T) *(T-)) vx w. 

4. 1) Să se verifice că mulțimea tensorilor simetrici, covarianţi, de or- 
dinul 7, este un subspațiu al lui ş,(V). 


2) Fie S,:7,(V)—s,(V), S,(4) (v1, ..., v) = 5 27 A (an rees Votr)) o Vis ee Up EV. 
Să se arate că S, este o proiecție a lui J,(V} în subspațiul tensorilor simetrici 
de ordinul v. Să se găsească Ker $,. 

5. Utilizînd izomorfismul canonic dintre £(V, V) şi 1(V) să se arate că 
endomorfismul 9: V— V și dualul său g*:V*— V* corespund aceluiași 
tensor Tegi(V). 

6. Fie Tes,(V) şi [Tą] matricca coordonatelor sale. Să se verifice că la 
o schimbare a bazei avem 

det [Tpz] = (det [44]? det [7]. 

7. Fie tensorii (A; ...ipkimt {C.i Să se verifice că numerele B(k, L, m) 

care satisfac relația 


22 Ain ciot B(k, l, m) = Ciis 


sînt coordonatele unui tensor din 9*(V). 

8. Pentru fiecare A Syua(V) definim Tag ET py(V) prin TprA (tti, ---, da, 
Ur, ee Up) = A (Vr, coes Ups Mae see e), Du 4E V. 

Să se arate că Spa: Tpl V) — Sp+a(V) este un automorfism (transpunerea 
generalizată). Ce legături sînt între coordonatele lui A și coordonatele lui 
To? 
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9. Fie x și x’ cele două hărți din atlasul stereografic al sferei S? și 
a,beR. Să se arate că expresiile locale 


(axt — bx?) ma -+ (bx! + as 2 
x 3x? 


2 
ox” 


2 

AEP E Pa, v__ 

(—aat — bx l + (bat — ax”) 
definesc un cîmp vectorial pe S?. 

Soluţie. Fie N == (0, 0, 1) polul nord, fie N 


S = (0,0, —1) polul sud și = 0 planul 


ecuator identificat cu R? (fig. 3.49). Fie- 
cărui Me S?— (N) i se atașază P e R?, unde F / 
P = MN f R°, stabilindu-se o corespondență S A 
biunivocă între S? — {N} și R’. Explicit, 
dacă M(E}, £2, £3) atunci o a 
o o ä æ æi S 


ss ti R: =0 


NM: g1 Ji g2 g3—1 Fig. 3.49. 


și considerînd pe (xl, x?) drept coordonate în plan găsim xv: S — (N) > R?, 


1 E. 2 E 


xX = += 


pa g3 ? T g3 
cu inversa 1: R? — S? — (N), 
2a! "o 2a? 


| 


= 
(2192 + (322 + 1 
A ri =, 
(4)2 Ra (z) + 1 
Analog procedăm pentru S? — {S}. Găsim x’: S — {S} > R?, 
g1 P g2 


dar Tre 
cu inversa (+1: R? —> S? — {S}, 
ba c ai, lea 
E S Tar: $ 
1 — (x)? + (a 


Astfel schimbările de coordonate sînt date prin 


g= 


wa x i yy 
l | (P F P i | (a) + (2) 
xo% š > olx) i . 
gi a | a F 
(10) + (x) (2)? + (27) 


Evident acestea sînt C” pe R? — {0}. 
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cx! (422 — (at) 3x? 
— m Á T M aM 
Za (a) (ay aF 
dal —2x" x” aa? 


PI i (x1)? + (22992 aa 
Fie X! = ax! — bat, X? = br! + ax? şi XY = —ax” — bx”, XY = bat — 
— ax2, Relațiile 


XI == X? 


ĝa! yr axl y? x axa xr ôx? 
a Pui == , ? = ; a 7 
cal Ez aul ax? 
sînt identic verificate. 


10. Pe R? se consideră cîmpul vectorial 
(x, y, 2) — V(x, y, z) = xi +y] + zk. 
Să se determine funcţiile coordonate covariante respectiv contravariante ale 


lui V în coordonate sferice (locale). 


Solutie. În sistemul cartezian ortonormat coordonatele covariante se 
confundă cu cele contravariante. Deci 


1 


u= =, Va =, US g, 
Facem transformarea de coordonate 


x = sin ocos 86, y =y sin ọsin 0, z=rcosg. 


Nottnid F=, F= dt Și repetis a =r, E =, 3 0, alin 
relațiile 
ga 
Vr = EET 7; 
Exi 
găsim 


vw = (sin > cos 9) (r sin e cos 0) + (sin ọ sin 0) (rsin o sin 0) 4+- cosọ x 
(r cos 9) = 7, 

vy = (r cos ọ cos 0) (r sin e cos 0)+ (7 cos ọsin 0) (r sin o sin 0) — (r sin ọ) x 
(r cos 9) = 0, 


vy = (—r sin e sin 0) (r sin ọ cos 0) + (r sin e cos 0) (rsin osin 0) -0=0. 


Analog, ținînd seama de 


Da 


r=vVx +y? + 2, p= arc cos E: = arctg %, 


N + z x 
x,y,z > 0, 


Ex? 
zi 


rezultă 
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11. Pe R? se dau cîmpurile vectoriale definite respectiv prin 
Via, y, 2) = xi + xy] — yh, 
V(x, y, 2) = (Xx?) x7 + (@,7)?,@ = vector constant, 
Pai +y] + zk, r=| F] 
V(x, y, 2) = (8X?) olr) + PY(r). 


1) Să se determine funcțiile coordonate covariante respectiv contrava- 
riante în coordonate cilindrice și sferice. 


2) Să se calculeze rot Ÿ. Apoi să se găsească funcțiile coordonate cova- 
. . . . T} ... . . . . 
riante respectiv contravariante ale lui rot V în coordonate cilindrice și sferice, 


12. Fie X, Ye%(M) şi f,ges(M). Să se verifice relaţiile 
[fX, 8Y] = fg[X, Y] + f(X(8)) Y —g(Y(0)Ă, 


IX, YJ (2) = (XAY) — YA) 


ax 
13. 1) Să se determine liniile de cîmp pentru 
KUER =w zi x? ai +g! Z 
l aa ax? E 
2) Fie cîmpul vectorial definit pe R? prin 
ð a ô 
A — do xh 0, P 
2 0 dai | hopa 3x? 


Utilizînd notațiile matriceale, să se arate că linia de cîmp care pleacă din 
punctul zeR? este £ — a(t) = €'4 2, unde A = [ay]. 


14. Fie f, g, heS(R’) cu 8#0 şi P= fi +g +bž,' ¥ =—gi+ fj, 
Y = —hj + gk. Notăm Q, = {Ż| Že T,R?, (£, (pj) = 0}. 

Să se arate că Q, este un spațiu vectorial bidimensional, iar (X(5), Y(5) 
este o bază a sa. Să se verifice că iE, Y] (5)e0, = (Yip), rot Y(p)) = 0. 
Să se probeze că dacă M=g (c) este o suprafață de nivel pentru care 
TM = Q,, atunci (Yip), rot Y(5)) = 0. 


15. Utilizînd schimbările de coordonate, să se arate că 


1) orice cîmp tensorial antisimetric de tipul (0, 2) pe o subvarietate de 
dimensiune trei este echivalent cu un cîmp pseudo-vectorial contravariant; 


2) orice cîmp tensorial antisimetric de tipul (2,0) pe o subvarietate de di- 
mensiune trei este echivalent cu un cîmp pseudo-vectorial covariant. 


Solutie. 1) Dacă Ty = — Ta sînt coodonatele locale ale cîmpului ten- 
sorial antisimetric T, atunci la o schimbare de coordonate găsim 
gat ax 
pi pp We 
dxi ex 
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Notînd X! = Ta, X? = Ta, X? = To, putem reprezenta cîmpul tensorial 
antisimetric T prin tripletul (X+, X7, X°). Să vedem cum se schimbă funcțiile X* 
la o schimbare de coordonate. Vom avea 
axt ax ax x fx g 


g 


AA = Tara = 


da gx” 


e aul aa z] = aa? ôx? =- 
= Tor 


axy ax” O 0x27 Bx 
= (.) X + (...) X + (..) X. 
Dir yF) 
D R e) 


n 


Ox? 0x” ox” ox” 


Ținînd seama că = å #0, formulele fundamentale 


dat Əxi sai 
ôx? cai 
explicit, 
Ab aa- o DU QF p 0a aF i 
öx” ôx!  0x2 öx!  0x5 ðx! 
ax? ax" da GKE 03 Oar 0 
ax” öx! öx” xl x” ðx 
Axă ax” æ ax 4 da ox” 0 
ax dx x” ôx ð cal 
implică 
az” _1 (x? x ôx 8x? p 
axt O Aloaz ax” ax xS i 
gi ax" A ax ? LES 
Deci X“ = A—— X' și analog X” = A— X', X” = AX. 
x azi ax 
2) Analog. 


16. Fie D+ o conexiune liniară cu tensorul de torsiune T nenul şi cu compo- 
nentele locale Ti. 


1) Să se arate că 
DzY = DY — T(X, Y) 
este o conexiune liniară cu tensorul de torsiune — T. 
2) Să se arate că 


1 
DzY = 7 (DY + Day) 


1 
este o conexiune liniară simetrică cu componentele EI Th + Ti). 


17. Fie M o subvarietate, fie XEM) şi (e.,..., €n} o bază în T,M cu 
duala (el,..., e"}. Să se demonstreze că 


(div X) (x) =} (DaX). 


t=1 
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18. Fie D o conexiune pe subvarietate M. Fie — a(t) o curbă integrală 
a lui Xe%(M), fie t— {e,(t), ..., e„(2)) o bază formată din vectori paraleli 
de-a lungul lui œ şi £— Y(4) =>, y(t) elt) un cîmp vectorial de clasă Ce 


pe a. Să se arate că 


(DY) (0 -D eu). 


19. Știind că 
x Tix) = | 


sînt componentele unei conexiuni pe R?, să se găsească geodezicele. 


1 pentru î=j=1,h=2sau i = k= 1, j =2 
0 în rest 


20. Fie M o subvarietate și D o conexiune pe M. 
1) (Cimpul tensorial de torsiune) Să se arate că 
T:X(M)XX(M) —&(M), T(X, Y) = DY — DyX —[X, Y] este un 
cîmp tensorial Teg}(M). 
2) (Cîimpul tensorial de curbură) Să se arate că 
R:%(M) x E(M) x (MM) => Z(M), R(X, Y) Z = Dz(D;Z) — Dy(DzZ) — 
— Dix, yZ este un cîmp tensorial Reg;(M). 
3) Să se verifice relația T(X, Y) = —T(Y, X). Apoi, în ipoteza T = 0, 


să se arate că R(X, Y)Z + R(Y, Z) X+ R(Z, X) Y =—0 (identitatea lui 
Bianchi ). 


4) Fie T}, componentele conexiunii D. Să se verifice că coordonatele lo- 
cale ale lui T şi R sînt respectiv 


Th = Tie — Th, 
TA, orh 
Rir = r F HELG iza Tei. 


21. (Conexiunea riemanmiană ). Fie M o subvarietate înzestrată cu me- 
trica g. Să se arate că pe M există o conexiune D cu proprietățile 


â) T(X, Y)=0, 
(ii) Dzg(Y, Z) = g(DxY, Z) + g (Y, D+Z), oricare ar fi X, Y, Ze@(M). 
Să se expliciteze componentele locale ale lui D. 
Soluție. Deoarece T(X, Y) = DY — DY — [X, Y] = 0, rezultă 
(ii) g (DzY, Z) — g (DX, Z) =*g (IX, Y)), 2). 
Dar condițiile (ii) și (iii) sînt echivalente cu 
(iv) 28 (DY, Z) = X(g (Y, Z)) + Y(e (X, Z)) — Z(g (X, Y)) + 
+ s((Z, X], Y) + g (IZ, Y]. X) + g (LX, YJ, 2). 


Această relație implică unicitatea lui D. 


Pe de altă parte relația (iv) definește o coenxiune care verifică pe (i) şi (ii), 
deoarece g este nedegenerată. 
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Punind X=, Y=- , Z=- relația (iv) implică 
GX 
= "En $ En _ Eu 
dx ĉx ax 
și deci 
E iul 28 ôg ĉg 
T? =— gh jk A 
1 8 Ez axi a 
(simbolurile lui Christoffel). 


§ 6. FORME DIFERENȚIALE ȘI FORMULE INTEGRALE 


6.1. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n. O g — formă sau 

formă (alternată ) de ordinul q pe V este o funcție 
O: VX...XV—=R, (vr e, 0) > O(t e Va), 
q factori 

care satisface următoarele condiţii: i 

1) multiliniară: pentru fiecare seț1,...,9) și Vp c Vi Va -o UEV, 
funcția su: (a, <., Vizu, V, Uig = Ug) este. liniară, 

2) antisimetrică: pentru fiecare v, ..., gEV și pentru fiecare permutare c 
a mulțimii {1, ..., g} se satisface (Vom), --:, Vot) = (Sign 6) (us, ..., Va). z 

Cu alte cuvinte, o g-formă pe V nu este altceva decît un tensor antisimetric 
de tipul (0, q) pe V. 


Mulțimea tuturor g-formelor pe V se notează cu §,(V) și este un spațiu 
vectorial real de dimensiune 


n! 
dim $, (V) = 4 4! (7—9)! 
i 0 dacă q>n 

Evident, $o(V) = R, §(V) = V*. 

6.2. Fie F (V), Sa(V) şi Fp+(V). Funcția 

A FAV) X SV) > Fpl V) 

definită prin 

OFA 602) (Uho es Bg] = TETT > (sign 6) otan =u Vap) O° (Vopn + 
=» Vatp+a)) suma fiind luată după toate permutările o ale lui {1, ..., $ + g}, 


se numeşte produs exterior (este o operație biliniară, asociativă). Această 
definiție se extinde la un număr finit de factori. 


Evident, ot A 6? = (— 1) o Aat. 
6.3. Fie {e,, ..., €} o bază a lui V și {e}, ..., e"} baza duală în V°". Mul- 


țimea {eù A.. LN eñe, ir <ia <. < ta} este o bază a lui Ẹ,(V) şi deci oricare 
ar fi oe,(V) putem scrie 


O = Ogil TA A ete (convenţia "Einstein de însumare), unde 
ia = Qlo(es e Ci), În <- < ia sînt coordonatele stricte ale g-formei. 


dacă Osgsn 


Oia 
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6.4. Fie D o mulțime deschisă din R”, fie T,D spaţiul tangent la D în 
punctul x și $a(7,D) mulțimea tuturor g-formelor pe T,D. O funcție 


o:D > US47D), o(a)esu(T2D), 


se numeşte g-formă diferenţială sau formă diferențială de ordinul q pe D. Cu 
alte cuvinte o g-formă diferențială este un cîmp tensorial antisimetric de tipul 
(0, g) pe D. 

Fie f, (D) mulțimea tuturor g-formelor diferențiale pe D. Adunarea 
a două elemente din această mulțime ca şi produsul dintre o funcție reală și o 
q-formă se definesc punctual. 


R 


d 
aan 
iar duala sa, bază în T:D este {dx}, ..., da”). Baza indusă în $,(D) este 


dai A... A daia, în < în < ...< î). De aceea expresia în coordonate a lui œ 
este 


, 


Fie T;D dualul spațiului tangent. Baza canonică în T,D este 2 pis 
y 


olx) = oi. il) da A o A die. 
În continuare vom face ipoteza că funcțiile x — c;,...i,(%) sînt de clasă 
Ce pe D. 
Fie $(D) algebra funcţiilor reale şi %(D) algebra Lie a cîmpurilor vecto- 
riale. O g-formă diferențială pe D poate fi privită ca fiind funcția 


o:%(D)x...X2(D) 3 5(D), (Xa, ... Xd) > (Xa, ce Xa) 


S$(D)-liniară în fiecare argument şi cu proprietatea (Xa, ---: Asta) = 
= (sign c) o(Ă,, ..., X), unde o este o permutare a mulțimii 41,..., 9). 
Definiția produsului exterior pentru g-forme diferențiale este evidentă. 


6.5. Fie Xe$%(D) şi we$,(D). Prin contracția dintre X și œ înțelegem 
(q—1)-formă diferențială X_|]w definită prin 


(X Jo) (Xr Xa) = o(X, Xn o Xe) Xi -s Xe- EXD). 
4 pt Fie $.(D) şi Sa+(D). Funcţia R-liniară d:5,(D)—S$a(D) cu proprie- 
ile 
i d? = 0 
dot Ao?) = d A 02 + (—1YotAdo?, 
X(do) = d(ă(o)), Xe%(D), 
X(o) = X Jde + d(X_lo) 
se numește diferențială exterioară. 
Utilizînd derivata covariantă şi croșetul putem scrie, 


lil Xa, mn, Xa) = DD (0 Dro eee Xe Kan = Xa) + 


Ississg+i 
y a (IHX; X), Xr eo Xr Xar oo Xj Xi o Xaa). 
Pe $(D) = $,(D) diferenţiala exterioară se reduce la diferenţiala obişnuită. 
Mai mult, 
do(2) = do; i (X) A dri A... A darie, 
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O q — formă diferențială e cu proprietatea du = 0 se numește formă 
închisă. O (g+- 1)— formă diferențială 7 cu proprietatea că există o q — formă; 
o% astfel încît y = do se numește formă exactă. 

6.6. În paragrafele 6.4 şi 6.5 mulțimea D poate fi înlocuită cu orice sub- 
varietate de dimensiune m> 1, cu sau fără frontieră, a lui R”. 

6.7. Fie M o subvarietate a lui R”, de dimensiune m, cu sau fără frontieră, 
O formă volum pe M este o m -formă diferențială w pe M cu proprietatea 
(a, n m) = + 1 ori de cîte ori (as, ..., Vay este o bază ortonormată a lui 
TM. O alegere a unei forme volum «w pe M se numește orientare a lui M; 
despre M se zice că este orientată. să 

Fie M o subvarietate de dimensiune m> 2, eu frontieră. O orientare pe M 
induce o orientare pe ôM. 


6.8. Fie M o hipersuprafață a lui R"—cu sau fără frontieră. Un cîmp 
vectorial normal unitar U pe M se numește orientare a lui M. O orientare a 
lui M determină și este determinată de o alegere a unei forme volum pe M, 
adică o (n—1) — formă diferențială e pe M cu w(u, ---, pa) = + 1, ori de 


cîte ori îv,, ..., Yp-17 este o bază ortonormată pentru T, M, anume 
vi 
olo, a... 9-1) = det = à il 
Val 
U 


Fie M o hipersuprafață cu frontieră a lui R”. O orientare w pe M induce e 
orientare opm = V_Jo pe varietatea cu n—2 dimensiuni 2M, unde V este 
cîmpul vectorial pe M definit prin x — V(x) = versorul din T,M orientat 
către exterior care este normal la frontieră. 

6.9. Fie D o mulțime deschisă din R?, fie a: [a, b] — D o curbă orientată 
și wo 1 -formă diferențială (de clasă C*) pe D. Numărul real 


| os| ola’ (t) di 


se numeşte integrală curbilinie de al doilea tip (circulaţie ). 


6.10. Fie M o suprafață din R? ṣi œ o 2 -formă diferențială (de clasă C”) 
pe M. Fie Sọ un dreptunghi plan deschis cu închiderea S și o imaginea funcției 
diferențiabile r: S — M, unde r: S¿— M este o hartă. Numărul real 


| o= | (Tu, 7e) du du 


se numește integrală de suprafață de al doilea tip (flux). 

6.11. Fie V o subvarietate orientată din R? de dimensiune trei, compactă 
(= cu frontieră) și (x, y, 2) =o(x, y, z) = f (x, y,2) dx AdyAdz o 3 -formă 
diferențială (de clasă C”) pe V. Notăm 


|, as NS (x y Ainiye, 


.. 
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6.12. (Formula Green). Dacă A este regiunea plană mărginită de curba 
închisă orientată C, iar œ este o 1-formă diferențială (de clasă C*) pe o 
mulțime deschisă ce conține pe AU C, atunci 


ee 


a 


(Formula Stokes). (i) Fie o o suprafaţă orientată din R*, cu frontieră și 
ĉo frontiera sa cu orientarea indusă. Dacă œ este o l-formă diferențială 
(de clasă C*) pe c, atunci 

| do =$ (3) 
o 


«9 


(ii) Fie o o suprafață orientată în R?, compactă și fără frontieră. Dacă œ 
este o l-formă diferențială (de clasă C*) pe c, atunci 


| do = 0. 


„9 


6.13. (Formula Gauss — Ostrogradshi ). Fie V o subvarietate orientată 
din R?, de dimensiune trei, cu frontieră și ôV frontiera sa cu orientarea indusă. 
Dacă o este o 2-formă diferențială (de clasă C*) pe V, atunci 


| do = o. 
v av 


6.14. Noţiunile din paragrafele 6.9—6.13 se pot extinde la subvarietăți 
de dimensiune m din R”. 


6.15. În R’, 1-formele și 2-formele pot fi convertite în cîmpuri 
vectoriale prin corespondențele 


Ef dx, E fU, € fi da Ada + fa da Ada + fa dau A dz, 


(D 


df «> grad f, 


a) (2) 
wo Vado E rot V, 


(2 


n V=dn=(divV) dx; Ada Ads: 


Exerciţii şi probleme 


1. Să se arate că 
i s REY ; i 
o A. A 0? = di OA A aie, 
s CPR . z à 
unde SRA este simbolul Kronecker generalizat. 


2. Să se verifice relația 


ON a O | ee - 
| 


wt (V)... (Ua) 
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3. Fie (es, ..., €n} şi (el, ..., e°} două baze duale. Să se verifice relația 


n > PEE: 
eir A ne NECE s arse Ch) = Bi 


4. Fie V un spațiu euclidian cu metrica g = [g], g" = [g]. 


1) Să se verifice că *: Sa(V)x5,(V) >R, o*n= 2> 


 Okacig Mijle Ste 
1 


apele 
un produs scalar pe F,(V). Să se arate că dacă privim pe Sa(V) ca un 


subspațiu al lui 9,(V), atunci 


O= ON. 


d 
q! 
2) Să se arate că 

ghh e gih 


orn= 2y Je ee Oioi hh dae 


heci] oii igi 
ÎN lia | T ge 


3) Să se verifice identitatea 


(cat A e A 609) e (7 A. A 0) =| 


unde c1,..., 0? și n}, ..., m? sînt 1-forme. 


5, Fie X, Y două cîmpuri vectoriale din R? și ex, coy I-formele diferențiale 


duale. Să se verifice că 


los A oy) (v, w) = (XXY) (x), (vXw)), pentru orice xe R?, oricare ar fi 


v wET, 


Indicație. Ținînd seama de multiliniaritate, este suficient să dovedim 


relația pentru v, we {i, j, k}. 


6. Fie X un cîmp vectorial pe o subvarietate m-dimensională M și 


fie ox l-forma duală lui X. 
1) Să se arate că 


dog(v, w) = (D,X, w) — (DX, v), oricare ar fi v, we T,M, 


unde D este conexiunea riemanniană. 
2) Presupunem M = R5. Să se verifice relația 


dox(v, w) = (rot X, vx w). 


7. Să se calculeze do pentru fiecare dintre următoarele 1-forme dife- 


rențiale 


o = xdr+ yd zdy, o= e dx + zdy+(In(x2)) dz, 


«w = (cos x) dy + dz, o =^ xydy + dz. 


8. Se dau formele diferențiale 


o = xy dy — xy? dx, © = f (x, y) dx, n = e dy Ndz. 


Să se calculeze diferențialele exterioare. 
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9. Să se verifice că următoarele I-forme œ sînt închise și pentru fiecare 
caz să se expliciteze o soluție f a ecuației df = œw. 


o=- (dr + dy + do), riy rS o 
4 +y-+ 

se pi —yzdx + zxdy + xydz), x—vy2z>0, 
(x — yz)? 


ş i 
o-ar etn + sen Jay |- e+» + pe + e= äs, 


2g 
R. f(x,y, 2) =ln (x+y +2) +C, f(x, y3) tt f(x, 3, 2)= 
y — yy 
= e? (x + 1) + e? — e” + C (ipotezele asigură faptul că domeniile de defi- 
niție sînt deschise, conexe și simplu conexe). 


10. Să se verifice că următoarele 2-forme sînt închise 
Pap abia + ydzA dx + zdr Ady), x>0 
y= 0, z> 0, 
= (1 + 2y22 dy A dz — 9222 dz A dx + xy? dx A dy. 
Pentru fiecare caz, să se expliciteze o soluție œ a ecuației do = 9. 
11. Să se arate că dacă œ; și œz sînt închise, atunci și ci n wa este închisă. 


1 = 


12. Fie 1-forma diferențială o = — DRE E P z dy definită 
py a F 


2 2 
pe R? — ((0,0)) şi C: g + A = 1 orientată prin versorul normal unitar 
a 
cu sensul spre interiorul elipsei. 


1) Să se calculeze do și | œ. Este w o formă exactă? 


c 
2) Să se arate că restricția lui œ la R? — Ox, este exactă, găsindu-se soluția 
î a ecuației df = o. 
Solutie. 1) Fie a: [0, 27] — C, a(t) = (a cos £, bsin ż) a cărei restricție la 
[0, 27) este o parametrizare a lui C. 
Ramia 


a=f o=( ala) af [= ei ax) + 
| 4 | |, È +9 


(1) 


x —b sin £ ; 
Pe dy(a'(7)) | di = J a sin £) - 
Hy (a) dy(« o] de emor sia săi 
2 
e agp a | | aaa PE = 
a? cos? t + b sin? t bo acos? t- b? sin? t 
7eJ2 
È secti o äs 
= 4 Da as = 2p 
Hf) te? „ut ui 
Jo a 
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Deși « este închisă, adică 


dolz, 3) = ror Ads + afe) m 


(32 + y)dy — yd (2 + y3) (32 + 92) dx — xd (x? + 3°) 


Ndx + = A dy= 
(32 + y?) (32 + y 
__ (92 — 22) dy + 2xy dx (y? — x?) dx — 2xydy 
Dap ee Nn 


totuși ea nu este exactă (consecință a faptului că | œ = 27 sau a faptului că 
vC 
domeniul R? — {0} nu este simplu conex). 


2) Mulțimea R? — Ox, este simplu conexă şi do — 0. De aceea există o 
funcție diferențiabilă f: R? — Ox, —> R astfel încît df = œ, adică œ este 
exactă, Mai precis, 


i i arctg} +C, pentru x#0 
f = e Cale SU ds “ 
BNSi a a er a 9 

E a a Xp tY 


13. Să se calculeze următoarele integrale curbilinii 


| arcctg- +Ca, pentru y#0. 


1) | yd — xdy unde a(t) = (cos 24, sin 27), Ostsr. 


2) $ — yd + x dy unde elipsa C: Z ai Z= 1 este orientată prin ver- 
c & . 
sorul normal cu sensul către interior. 


3) | Xa dă + sk £a da, unde a: [0, 1] — R” uneşte punctele «(0) = 


M a 00 Soll) te lau 
14. Fie C = f-1(c) o curbă plană compactă orientată prin ——— SI fie U 
PI! 
cîmpul vectorial unitate obținut prin rotirea lui = cu unghiul — — şi w 
& 
l-forma duală ataşată lui U. Să se arate că | o = HC): 
«C 


15. Fie cîmpul vectorial 
Î = (OX7)X7 + 7X? + (k, ?)?, 
unde F = xi + yj + zk. 
1) Să se scrie cîmpul în coordonate sferice şi cilindrice, 
2) Să se calculeze circulația lui d pe curba C: x? + y? = 4, z=2 prin 
integrală curbilinie și de suprafață. 
3) Să se „calculeze fluxul lui v prin suprafața închisă ¿Q ce mărginește 


corpul Q: 2 222, s? p y H 22<R?, z>0, prin integrală de suprafață 
și de sila 
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„Să se reformuleze și să se rezolve problema în limbajul 1 — formelor, 
— formelor îi 3 — formelor. 

” Soluţie. 1) În coordonate cilindrice (fig. 3.50) găsim 7 = p, + z 
A deci (ixj) x7 = kxl, +- 20.) = E, x (pëe Fo m a 

X (ppt 26.) = grad, yX (p, + z) = grad (p sin 0) x (p Lk) = sin 06,+ 
+cos 984) X (pes + zł.) = —z sin 029 — p cos 0, +z ta č, (pentru calculul 
lui grad (p sin [) s-au folosit coeficienții Lamè: A, = 1, Ha =p, H=l), 
(£, 7) = (és Plg +38) = 
În final 

Tlp, 0, 2) = a(cos 0 -+ e)s + (p — z sin 8) + (2? — p cos 0)E,. 


> 


În coordonate sferice (fig. 3.51) avem 7 = 7e,, k = grad z = grad (r cos 9)= 
= COS ge, — sin Ply, j = grad y = grad (r sin ọ cos 0) = sin ọ sin 02, + 
+ cos ọ sin | OZ, -cos Oo (coeficienții Lamé: A, = 1, Ha =7, H; =r sin ọ). 
De aceea, (ï x) x7 = Bxre,= = 7(cos pë, —sin plp) XE, = sin po, Îx7= 
= r(—cos o sin 0ga + cos 0e,), (k, 7) = rcos e şi deci 


(r, 9, 6) = m cos pe, + Y cos 06, + (rsin e — r cos ọsin Zp. 


Fig. 3.50. Fig. 3.51, 


2) În coordonate cilindrice putem scrie C: p = 2, z = 2. Apoi 


dř = dpe, + p dł& + dz Z, şi deci P = =$ í (ù, dř) = 
=$ z z(cos 0 + p) de + (p? — pz sin 6) d0 + (22 — ẹ cos 8) dz = 
=14§" uR sin 0 d9 = 87, deoarece dp = 0, dz = 0 pe C. 


Fie discul S: ps2, z = 2. Formula Stokes arată că 
J Ea a i, rot jde, Aici R=} şi 
in i Haea H 


H,H:H; de 60 z 
Hv Hava Hay 


3) Se lucrează mai ușor în coordonate sferice. Se observă că 20 = SU Sa 
(curba de intersecție dintre con și sferă este o mulțime de arie nulă), unde 
Sı:r = R, pe[0, x/4], 0E[0, 27]; Sz: relo, R], e = x]4, Oeo, 27r]. Deci 


e =$, (6.5) ai A (3, col G. Bde. 


veS, 


Deoarece pe Sı avem dc = 7” sin ọdọ d0, îi = Z,, iar pe S avem dr = 
= rsin ọ dr d9, fi = Z, rezultă 


z4 
| (ï, 7i) do = 2mRil sin o d (sin 9), v, i) do = sin ZE r drx 
S, veS 0 


-0 


27% 
x| cos 0d8 = 0. 
-D 


şi deci 


Aplicînd formula Gauss 


o = 4 (3,3) a= f|] div 3 dü 
20 Q 


și țtinînd seama că dQ = 7? sin ọ dr dọ d0, 

1 Mr + êl HHY, + E(H Have 
H H-H; er ĉo 20 
se verifică rezultatul precedent. 


Reformularea în limbajul formelor diferenţiale are la bază regulile din 
paragraful 6.15. 


div 3 = ) = 4r cos ọ, 


CAPITOLUL 4 


ECUAȚII DIFERENȚIALE 


§ 1. ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÎI 


1.1. Ecuaţii cu variabile separabile. 


alx) bi(y)dx — a(x) ba(y)dy = 0, unde a, aze C°(Iı), bi, bze CO(12) şi 
a2(x) Æ 0 oricare ar fi xe J}, bi(y) # 0 oricare ar fi ye Iz. 


Soluția generală este definită de 


| aul) a, sf b>(y) 


z, a(x) 


1.2. Ecuajii omogene, 
dy 


(2), ande fe CI), «so. 
da x 


Schimbarea de funcţie y <> £ definită prin y=tx arată că o ecuație omogenă 
se reduce la o ecuație cu variabile separabile. 


1.3. Ecuatii liniare, 
Z = yf(x) + g(x), unde f,geC?(I). 


Soluția generală este definită prin 


a ilz) dz z A f(x) az 
= e” (+ + N g(a) e ** ds). 
1.4. Ecuatii Bernoulli, 
EX = yfl) + agla), reR—{0, D, f,geCo(I). 


Mulțimea valorilor lui y este determinată ținînd seama de valorile parti- 


culare ale lui r. 
1 


m . . bn say . 1— A v . 
Schimbarea de funcție y+ z definită prin v = 2 7 arată că o ecuaţie 
Bernoulli se reduce la o ecuaţie liniară. 
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1.5. Ecuaţii Riccati, 
S = yf(x) + yg(x) + h(x), unde f, g, he C(I). 
x 


Soluţia generală a unei asemenea ecuații nu se poate obține decît în ipo- 
teze suplimentare. De exemplu, dacă se cunoaște o soluție y,, atunci schimbarea 
de funcție y + z definită prin y = yı + l/zarată că ecuația Riccati se reduce 
la o ecuație liniară. 


1.6. Ecuatii exacte. Fie ecuația 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, unde P, Q sînt funcții de clasă Cl pe DeR?. 
1) Dacă D este un dreptunghi și dacă BE oi 
y  âx 
(x, y) — f(x, y) =\ P(x, da + ” Qla y)dy are proprietatea df = P dxr+ 


pe D, atunci funcția 


Xa Yo 
+ O dy și deci soluția generală a ecuației diferențiale este definită prin 


| P(x, v) da + | Q(x, y)dy = c: 


Yo 


Dacă D este o mulțime convexă și dacă — =—* pe D, atunci func- 
ĉy 2x 
i 3 
ţia (x, y) — E(x, y) =\ (P(xo + Ax — 20), Vot t(x — Yo)) (x — xo) + Q(xo+ 


+ iz — 0), yo+ Hy — yo)) (y — Yo)) dt are proprietatea df = P dx + Q dy 
şi deci soluția generală a ecuației diferențiale este definită prin 


| Pot ue), yot Hy — yo) (r — ai) Ola ta — so), 
0 


s Yo HEY — Yo)) (9 — Yo))dé 
20 


Ecuațiile pentru care D este conex și simplu conex, iar — = pa 
av x 

oricare ar fi (x, ve D, se numesc ecuații diferenţiale exacte. 
uB Fie D o mulțime conexă și simplu conexă. Există o funcție nenulă 


: D= R de clasă C! astfel încât 
u(x, y) Pl, y) ax + ul, 3) Ql 3) dv =0 


să fie o ecuație diferențială exactă. Funcţia u se numește factor integrant şi 
satisfac ecuația 


1.7. Ecuația Clairaut, 

y = xy" + (9), unde y este o funcţie de clasă Cl. 

Punînd y' = p și derivînd în raport cu x» în ambii membri, rezultă soluția 
generală y = cy + V(0) și soluția singulară x = — Fi , y = xp + (5). 
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1.8. Ecuația Lagrange, 
y = xo(y') + (ww), unde (y) Æ y şi 4 sînt funcţii de clasă CI. 


Notînd y’ = p, derivînd în raport cu x în ambii membri și privind pe x 
ca funcție de $, obținem o ecuaţie liniară cu soluția generală x = x(þ, c). 
Rezultă că soluția generală a unei ecuaţii Lagrange este definită prin x = 


= (5,0), y = x(p, c) o(p) + (5). 


1.9. Teorema de existență și unicitate a soluției problemei lui Cauchy. Fie 
sistemul de ecuații 


mi 
dx 


Găsirea funcţiilor x — y, = y,(%) care să verifice sistemul și condiţiile inițiale 
Yi(%0) = Y: poartă numele de problema lui Cauchy. 

Dacă funcţiile reale (x, y) — f,(x, y), y = (yu +- Ym), sînt de clasă CO 
pe o mulțime deschisă și conexă D din R”, iar funcţiile parţiale y — f,(x, y) 
sînt de clasă C! atunci oricare ar fi (49, yo)eD există o soluţie unică x— 
— y(x) definită pe o vecinătate a lui xp care verifică condițiile (xo) = Yo, 
PS Aproape 


TA, Via cca ae F= Luce Me 


p — 
1.10. Metode numerice. 


Fie y' = f(x, y) o ecuaţie diferenţială de ordinul întîi cu condiţia inițială 
Y(%0) = Yo. Metoda lui Runge — Kutta de ordinul patru aproximează soluția 
Prin Yari = Ya H Ayn, unde 


A Va = Ż [ko + 2ki -A 2k 4- ks], iar ko = (a, PAN 


kı = (a + h|2, Ya + 5) 5 Ra = E + hj2, Ya + 2) 


Ra == f(x, + h, Ya + Ra), A= Ax este pasul diviziunii. 
Metoda lui Euler are la bază formula de recurenţă 
Nasi = An TF hf £n Ya) 


pentru soluția aproximativă vp E (Aaa). 


Exerciţii şi probleme 


1. Se dă un corp de formă sferică constituit dintr-o substanță care prin 
expunere la o sursă de căldură trece din starea solidă în starea gazoasă, viteza 
de trecere fiind proporțională cu aria expusă. Să se studieze evoluția razei 
sferei știind că valoarea sa la momentul inițial este Rọ. 


Soluţie. Fie R(t) raza sferei la momentul f, R(t) = Ro. Aria expusă este 


—R3 -R3 

åzR?(t), volumul arn, iar viteza de descreștere este — aa} 
—R3 

Așadar, rezultă ecuaţia diferenţială — =) = kárR?”(t), k > 0, sau 

— R’ (t) = k cu soluția R(7) = — k(t — to) + Ro. 
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Condiţia R(/) > 0 impune 0 < t— t< 5, Această soluție permite să 


se determine & printr-un experiment în care se măsoară timpul pînă la care o 
sferă dată trece în întregime în starea gazoasă. 


2. Se consideră familiile de curbe plane: 
1) æ + 3? — 2ax — 2by = c; 2) y? + ka =c; a, b, k = fixate, ce R. 
Să se determine ecuația diferențială a fiecărei familii. 


Dacă A și B sînt punctele în care normala în punctul M(x, y) la curbă 
taie axele Ox, respectiv Oy, atunci 1) EEN = 1; 2) MA = kMB. 
OA OB 


'R: (y — b) y = a — x respectiv yy = + k°x. 


3. Să se arate că forma unei oglinzi, care reflectă paralel cu o direcție dată 

toate razele ce pleacă dintr-o sursă luminoasă este parabolică. 
2) Dacă M(x, y) este un punct de pe oglindă, cercul al cărui diametru este 
raza vectoare a punctului M, trece prin mijlocul segmentului normală MN. 
Solujie. 1) Alegem sistemul de axe în mod 
convenabil și anume, originea în punctul în care 
se află sursa luminoasă și direcția axei absciselor 
paralelă cu direcția dată prin ipoteză. Fie o rază 
care cade pe oglindă în punctul M(x, y). Conside- 
răm secțiunea oglinzii prin planul determinat 
O N x de axa absciselor, punctul M și tangenta în 
Eig. 4.1. M la curba de secțiune. Aceasta taie axa abscise- 

lor în punctul P (fig. 4.1). 

Deoarece unghiul de incidență al razei luminoase este egal cu unghiul de 
reflexie, triunghiul MOP este isoscel. Avem tg 9 = y = =c 


x + vx F 2 
= dx, (x, y) 


x dx + ydy 
DEF 
# (0,0), sau d(Va2+ y?) = dx. După integrare obținem ecuația carteziană 
a curbelor integrale, y? = 2cx + c?, care reprezintă o familie de parabole. 


2) Cercul de diametru OM are ecuația carteziană (x — al +3- 


Ecuația obținută este omogenă și se poate scrie 


y 2 g2 za y? 


c a Normala în punctul M la curbă, Y — y = — —(X — 
y 


— 3). Punctul ei de intersecție cu axa absciselor este N(x + yy’, 0). 
4. Să se determine soluția generală a ecuației diferențiale 


1) dy 12x + 5y— 9 T N EI 3, 


dx —5r—=2y+3 dg 1—= x+y 
dy _ X—2y+5 


și curba integrală ce trece prin punctul (1, 2). 
dx —2x+y—4 


Si se arate că pentru ecuaţiile 1) și 2) curbele integrale sînt conice de gen 
hiperbolic și să se determine asimptotele lor. ; 


R: 1) 62? + 5xy + y? — 9x — 3y = c; 2) x?+2xy — y? — 6x =—2y= c; 
3) (x+y + 1}? = e(x— y + 3). e 
Curbele integrale ale ecuaţiilor 1) şi 2) sînt conice cu 3 < 0, deci gen hiper- 
bolic. Pentru 1) asimptotele sînt dreptele 2y + y — 3 = 0 și 3x+y=0. 
Pentru 2) asimptotele sînt dreptele (1 + Vx — y — 1— W? =0 şi (1— 
— N?) — y — 1 + 2V2 = 0. | Sil 
5. 1) Să se determine soluția generală a ecuaţiei diferenţiale y’ + 


1 — 2% ) 


+ y=], 


x? 
2) Se consideră tangentele la curbele integrale într-un punct xo 0. 


Să se arate că aceste tangente trec printr-un punct fix şi să se determine coor- 
donatele lui în funcție de x. i 


3) Să se determine curba integrală care trece prin (1,1). 


6. Se consideră o sursă de curent alternativ a cărui tensiune variază după 
legea E = Ep sin ż. Sursa alimentează un circuit compus dintr-o rezistență R 
și o inductanță L. 

Să se determine intensitatea curentului din circuit dacă regimul de functio- 
nare este staționar. 


Solutie. Conform legii lui Kirchoff putem scrie: 
dI 
RI + L— Esin £. 
de ° 
sau, 
d L 
o ecuație diferențială liniară neomogenă cu coeficienți constanți. În electro- 
tehnică se preferă soluția particulară I(ż) = A sin (wt—ọ). Pentru a determina 


pe A şi ọ calculăm derivata = GA cos (of — 9); înlocuim în ecuația 


diferențială, apoi egalăm coeficienții lui cos of, respectiv sin ot şi obține 
sistemul Lo cos e — R sin ọ = 0, A(Lo sin ọ + R cos ọ) — Eo = 0. 


oL E 

Găsim e = arc tg— şi A ==: 

saga ii fi IRI oala 
7. Să se determine soluţiile generale ale ecuațiilor 

dy dy ; dy A 
1) — + 3y = 7; 2) — = y + sin x; 3) — cos xy = 1 — y sin y; 
) ar TY ) n ) as y 

dy xy dy 3 
4) ——— — a =0; 5) i y = x — 2x 4+3 
) dx x?—i ) dx á 


R: 1) yet + ee: 2) y = of — $ (cos æ + sin 3); 
3) y=c cosy4 sinz; 4) y= evz? — 1; 5) y= cx + x? — 2x ln x — 8. 
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8. Să se determine soluţiile generale ale ecuațiilor 


dx -2x 2y dx Fa 
3) E E a peri 4) a3 LEE T 
dx dx x 


Imdicaţie. 1) Ecuație Bernoulli. Se face schimbarea z = y?. Se găsește 


z 3 
ecuația liniară = Z, + x°, cu soluția generală, z = cx + = . Soluția ge- 
¥ y 

A 


nerală a ecuației Bernoulli, y? = cy + í . 
9. Să se determine soluțiile generale ale următoarelor ecuații 
1) 232y' — 4xy — y? = 0; 2) y 2y = 24yy 
I E 3 


2 
pay tytan A MP i 


r 2 [i 2 
5) y em Ei 6) y + ytg x= y. 


2x? n 2 1 
R: 1) y= ; 2J y=" +ra—l; 3 s= s 
c— y% vx(0+- x?) 
4) A m pl Fps 5) Loar a; 
x 2 8 y 
a y= aak 
c — sin x 


10. Să se integreze ecuația diferențială 3” — xy? + 2x?y — xX? — 1 = 0. 
R: Este o ecuație Riccati. Se găseşte soluția = x. Soluția generală 
2 


a ecuației este y = x — 


x+ pă 

11. Să se integreze ecuaţia diferențială y'= y? — x*— 2%? + 2x — l, 
știind că admite drept soluție particulară un polinom. 

R: Se găsește soluția yọ = x? + 1. Soluţia generală a ecuaţiei este, 


$r- 3 Z agor 
y =e ( a e da): 


Za 


g l 


12. Să se integreze ecuația diferențială y + 1? = = 


„ ştiind că ad- 
yo g 


` 


: ; 1 
mite soluția vọ = —: 
x 
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13. 1) Să se arate că dacă (x,y) — P(x, v), (x, y) —Q(x, y) sînt funcţii 


omogene, de acelaşi grad de omogenitate m, atunci (x, ph 
l a i xP(x, y)+ yO(x,y) 
este un factor integrant al ecuaţiei diferențiale P(x, y) dx + Q(x, y)dy = 0 
(P, Q diferenţiabile și P(x, y) + yO(x, y) nenul). 
2) Să se aplice rezultatul de mai sus ecuației (xy — x?) dy — y? dx = 0. 
Soluție. 1) Contextul impune ca domeniul de definiție al funcţiilor P și Q 
să fie interiorul unui unghi în care «P(x, y) + yO(x, y) Æ 0. 


Funcţiile P și Q fiind omogene de grad m, satisfac ecuația Euler, + 
e 


+ SI: = mb, „20 N y “e = mQ. Să arătăm că Pda: dy este dife- 
09 Ex sP +y 
rențiala unei funcții, adică E Fria AFT 
: êx\ xP + yQ ôy\xP + yQ 
Într-adevăr, p(z“ 38 g ) bg ja ofat -H +5 = 0 este identic ve- 
ax êy ĉx ay 


rificată dacă ținem seama de relaţiile lui Euler. 
2) Eennjia dată se pate scrie —y2dx + (xy — x’) dy = 0 cu P(x, y) = 
= — 92, Q(x, y) = xy — x", omogene, de gradul doi şi admite factorul 
1 1 ' 


integrant u(x, y) = ————————— = ——— 
xP(a, y) + yQ(x, y) xy 
a i ecuația diferențială cu acest factor obținem o ecuație exactă 


23 da ai al să dy = 0, cu soluția generală In y — ~ y=c, pe x>0, y>0. 
xy 


14. Să se arate că ecuația diferențială de forma aen dx — xg(xy) dy = 0, 
cu f şi g fonchi de produsul xy, de clasă C! pe DcR?, admite pe u(x, y) = 


OE S ca tante integrant. 

xylt(ay) + gy) 

Aplicație la ecuația (x3? + y) dx — 2(x?y — x) dy = 0. 

R: (3xy — 1) = 0x7. 

15. Să se determine soluția generală a ecuației (x+ y+ 1)dx + 
+ (x — y? + 3) dy = 0. Să se precizeze curba integrală care trece prin ori- 
ginea coordonatelor, tangenta și normala la această curbă în origine. 

Soluţie. Ecuaţie cu P(x, y) =x +y +1, Olz, y) =%— y +3. Ps Q 
sînt funcții de clasă C” pe D = R?. m 

ĉ 


Deoarece D este o mulţime convexă +242 = 1 pe D soluția generală 
Y % 


a ecuaţiei este definită prin (x — a) [xo + t(x — xo) + yo + tly — yo) + 
0 
1 
+ IJd: +(y— wf ixo + tlx — xo) — [yo + (y — Yo)]? +3} di = c (vezi pa- 


-0 
ragraful 1.6). Efectuînd calculele se obține soluția generală dată de 3x? + 6xy -+ 
+ 18y — 27? + 6x = c1. 
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Pentru x = 0, y=0 se obține cı = 0, deci curba integrală cerută are 
ecuația carteziană implicită, 347 + 6xy + 18y — 2y3 + 6x = 0. Tangenta 
la această curbă în origine are ecuația x + 3y = 0, iar normala, y — 3x = 0. 

16. Să se integreze ecuațiile diferențiale: 

1) (2x? — 6x?y + 3x92) dx + (3x?y — 2x? — y?) dy = b 

2) y(e™ — 4x) dx + x(e” — 2x) dy = 0. 

gi 3 pă 
R: 1) 3 aere dig tea > cit va, 2) e — 2x2y = c. 


17. Să se integreze următoarele ecuaţii diferențiale știind că admit un 
factor integrant care depinde numai de x. 

1) (522 + 12xy — 37°) dx + (3x? — 2x7) dy = 0. 

2) (23292 + 3°) dx + 2xy dy = 0. 

R. 1) p= x. Soluția generală, x5 + 3xiy — xy? = c. 

2) u = e. Soluția generală, xy?e” = c. 


18. Să se integreze ecuațiile: 


1) y? + (x+ a)y’ —y=0, aeR; 2) y= +; 


1 
3) y= xy + 3y; 4) y ar aeia 
y"? 


Soluție. 1) Ecuația se poate scrie y = xy’ + y'(a + y'). Este ecuație 
Clairaut cu y(y') = y'(a + y'). p este de clasă Co pe R. 
Notăm y'= p. Ecuația devine y = xp + pla + p). Derivînd în raport 


cu x în ambii membri obținem $ = p + p + (a+ 2p) 92 , Sau d$ (x+ 
dy dy dx 
+2p +a) =0. 
Pentru aa 0 = p =c şi obținem soluția generală a ecuației y = cx + 
x 
+ c(a + 0). 


Pentru 2p + x+ a = 0 rezultă x = — 2p — a şi soluția singulară a ecuației 
inițiale este reprezentată parametric prin ecuațiile x =— 2p— a, y=— f°. 


19. Să se integreze ecuațiile diferențiale: 

1) y+ 2y +y” = 0, 2) xy? + (y— 3x) y + y= 
Pi 2 

3) yy? — 2x +y=0, 4 x+y= rek 


5) y? — 2xy' +y =0. 


Soluţie. 1) Ecuația se poate scrie: y = — 2xy' — y'2. Este ecuație La- 
grange cu ọ(y') = — 2y și V(y) = — y”, unde ọ şi V sînt funcţii de clasă 
C> pe R. Notînd y’ = þ, ecuația devine y = — 2xp — p”. Derivînd în raport 
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cu x în ambii membri și ținînd seama că y = $, obținem p = —2p — 2x — 
x 


— 2p. Considerînd pe x ca funcție de $ şi împărțind prin ap , de +0, 
x x dx 
obținem ecuația Tai = —2% — 2p sau, a SER: x — A care este ecuație 
dp dp 3% 
2 
liniară. Soluția ei generală este definită de x = cp 3 —-— p. Soluția generală 
A 9 j £ t 
a ecuației Lagrange este definită prin x = cp ° ——p, y= a i 2cp?. 
5 


Împărțind prin e 

pi 
P — o(p) = 0, adică 3p = 0, deci p = 0. Ei îi corespunde soluția singulară 
a ecuaţiei inițiale, y = 0. 


Z 0, am pierdut soluţiile p = const., date de ecuaţia 


20. Să se găsească soluția ecuației y’ + ky = e7, 0<x<œ, y(0) = Yo 
ke R şi să se studieze continuitatea ei în raport cu parametrul k. 
-Z __ ptz 
R: Pentru k # 1 se obține y(x; k) = ce? + Er „iar pentru k =1, 


y(x; 1) = ce? + ye”. Se verifică lim y(x; k) = y(x; 1). 
k>1 
21. Să se determine traiectoriile ortogonale ale familiei de parabole T,: x = 
= ay, ae. 
Soluţie. Traiectoriile ortogonale ale familiei I, sînt liniile care taie curbele 
familiei sub unghiuri drepte. Pantele y; şi y ale tangentelor la curbele celor 


două familii trebuie să satisfacă condiția de ortogonalitate y, = — —: 


Pentru familia T, găsim y = 


A „adică 
ay 

PRR: 

"=<, 840, 
“i 2% 

Ecuația diferențială a traiectoriilor ortogo- 
2, 

nale căutate este y’ = — LF sau yy +2% = 0. 
y 


Soluția generală este definită aef 2x dx = 
Zo 
y y? 
= —\ ydy + c, sau x? + pi = C,, care re 


Fig. 4.2 


Yo 
prezintă o familie de elipse (fig. 4.2). 
Observaţie. Punctul O(0, 0) este punct singular pentru familia de para- 
bole inițiale, numit punct singular de tip centru. 
22. Să se alcătuiască schema logică pentru metoda Runge-Kutta dată în 
paragraful 1.10. 
Soluție (fig. 4.3). 


Definesie 
Flx,y) 


Kı =H x FIXID AM] 
Ka =H FIXI) +H/2,Y(1)+K1/2) 
K3 =H% FIX(I)+ H/2,Y(1)+K2/2) 
K =Hx FXII) +H, Y(T) + Ka) 


Y(IH)-Y(IHK1+2¥K2+24K3+K4 É 


X(I+1)=X(I)+H 


23. Să se scrie programul FORTRAN pentru rezolvarea problemei Cauchy: 
y = x+y, y(0) = 0 prin metoda Euler. 


Soluţie. O variantă de program are forma (fig. 13.1). 


FUNCTION FUNCT(X, Y) 
FUNC =X + Y 
RETURN 

END 


1 FØRMAT (4 F10.2) 
(READ (1,1)A, B, H, VI 
N = (B — A)/ĦH 
M=N+1 
2 CALL EULER 2 (A, VI, H, 1, M) 
STØP 
END 
SUBRØUTINE EULER 2 (A, VI, H, K, M) 
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7 nomar (T2, 37 (1H.)/T2, 1H., T4, "IN PUNCTUL. SOLUŢIA ARE | VALOAREA 
*IT2, 37(1H.)) 
4 FORMAT ((T2, 1H., F7. 1,5X, 1H., 6X, F9.3, 7X, 1H./T2, 37 (1H.))) 
6 FORMAT ('1IN PUNCTUL! F4.1, “VALOAREA SOLUȚIEI ESTE’ F7. 3) 
X= 
Y = VI A 
IF(K.NE.1)GØ TØ 3 
WRITE (3, 7) 
WRITE (3, 4X, Y 
DŽ L= M 
Y =Y + FUNCT. (X, Y),H 
XXH 
WRITE (3, 4) X, Y 
2 CØNTINUE 
RETURN 
3D9 9 L=2M 
Y =Y + FUNC (X, Y)*H 


9X=X4H 

WRITE (3,6)X, Y 

RETURN 

END 

DUNE SOLUȚIA ARE VALOAREA 

0.0 1.000 
0.1 4.100 
0.2 1.220 
0.3 1.362 
0.4 1.528 
0.5 1.721 
0.6 1.943 
0.7 2.197 
0.8 2.487 
0.9 2.816 
1.0 3.187 


Fig. B.1. 


§ 2. ECUAȚII DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDIN SUPERIOR 


2.1. Fie £: C”(I) — C?(I) operatorul diferențial liniar definit prin 
L(y) = a(x) 99 + a(x) yI + e F aa(2) y, 
unde ae C°(I), i = 0, 1,...,n, iar a # 0. O ecuație diferențială de tipul 
£(y) = 0 se numește ecuatie diferențială ordinară liniară şi omogenă de ordinul n. 
Fie a(x) 3 0, vxe I. Dimensiunea spaţiului vectorial real al tuturor solu- 


țiilor unei asemenea ecuații, £(y) = 0, adică dimensiunea lui Ker £, este 7. 
Dacă x — y(x), j = 1, ..., n, este o bază a spațiului soluțiilor, atunci x— y(x) = 


n 
= 3 alx), unde c, sînt constante arbitrare, se numește soluția generală 
= 


a ecuației. 
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2.2. Fie y,eC"(I), j= 1,2,3 n. Determinantul 


wa) = | I) 0) ela 
KDA ul a ali 

se numește wronskian. Funcţiile y1, Wa, e Xa sînt liniar independente dacă 
și numai dacă w Æ 0. 

Dacă yu, Yo. Yn sînt soluţii ale ecuaţiei £(y) = 0, atunci w(x) = 

z alz) 
-A7 ATI az 

= w(x) e is al)  „ Deaceea, dacă w se anulează într-un punct din 7, atunci w 
se anulează peste tot, 


2.3. O ecuație diferențială de tipul €(y) = f(x), fe C(I) — {0}, se nu- 
meşte ecuatie diferențială ordinară liniară şi neomogenă. 

Soluția generală a ecuației neomogene £(y) = f(x) este suma dintre © 
soluție particulară a ecuației neomogene și soluția generală a ecuației omo- 
gene £(y) = 0. 

2.4. Metoda variaţiei constantelor (Metoda Lagrange ). Dacă v| a cv) 
este soluția generală a ecuației omogene £(y) = 0, atunci mia generală a 
ecuației £(+) = f(x) poate fi găsită sub forma y(x) =2; g(x) y(x), unde 

= 
funcțiile x— c;(x), de clasă C”, se obțin ca soluții ale sistemului de ecuații 
algebrice 


Li n n 


D=o Daa uta) = 0, Fe) a) = 


w y 2 F(x) 
(x) Vp = e 
2 e ao( x) 


2.5. Dacă funcțiile f și g sînt analitice într-o vecinătate a punctului xo. 
atunci orice soluție a ecuației 


+ y'i(x) + yg(x) = 
se poate scrie sub forma 


sa) =N ale — m)". 


Dacă funcțiile fı și fọ sînt analitice într-o vecinătate a punctului xp, atunci 
cel puțin una dintre soluțiile ecuației 


y” Ei pp f(x) +y fa(x) = 0 


x — 39 (x — xo)? 


se poate reprezenta în forma 
00 
s(x) = (a — 0) 27 alx — xo)". 
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2.6. Fie D:C*(1) — Co(I) operatorul de derivare și £:C*(1) — Ce(1) un 
operator diferențial liniar cu coeficienți constanți (reali) definit prin 


£ = yD” + a Dr + e H aaa D + ap: 


Mulțimea {£} este un spaţiu vectorial real. De asemenea, orice doi operatori 
diferențiali liniari cu coeficienți constanți sînt comutabili. 
Polinomul 


L(7) = aor” + al + se F aaa” T da 


se numeşte polinomul caracteristic atașat lui €. Deoarece descompunerii lui 
L(r) în factori reali (comutabili) îi corespunde o descompunere a lui £ ca pro- 
dus de operatori cu coeficienți constanți (comutabili), să zicem £ = ££ ... £p, 
rezultă Ker £, e Ker £. Tipurile posibile de factori sînt 


r—a=D—a 
Pr aj" (D =a)" 
r? — 2ar + (a? + 8°) > D? — 2aD + (a? + 82) 
(7? — 2ar + (02 + B3)” — (D? — 2aD + (a? + B3)". 


Fie £(y) = 0 o ecuație diferențială liniară omogenă cu coeficienți constanți 
şi L(7) = 0 ecuația caracteristică asociată. 

(1) La o soluție «, reală, simplă, a ecuației caracteristice, îi corespunde o 
singură soluție liniar independentă e% a ecuației £(y) = 0. 

(2) La o soluție g, reală, multiplă de ordinul m, a ecuației caracteristice 
îi corespund m soluții liniar independente 


eat, yerr, na gm- ear 


ale ecuației L(y) = 0. 

(3) La o pereche de rădăcini complexe conjugate simple « -+ if, «x — iß 
ale ecuației caracteristice îi corespunde o pereche de soluții liniar independente 
e% cos Bx, e” sin Bx ale ecuației £(y) = 0. 

(4) La o pereche de rădăcini complexe conjugate œ + iß, æ — i8, mul- 
tiple de ordinul m, îi corespund 2m soluții liniar independente 


em cos A, eT cos ba oude 1604 cos: By 
ew sin Bu, X60* sin Beo IE cos pă 


ale ecuaţiei (y) = 0. 


2.7. Metoda coeficienţilor nedeterminaţi pentru găsirea unei soluții parti- 
culare y, a unei ecuații liniare neomogene cu coeficienți constanţi £(y) = f(x), 
unde f este un cvasipolinom, constă în căutarea unor soluții determinate de 
expresii de tipul f(x). Această tehnică se poate rezuma prin tabelele urmă- 
toare. 
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e&? cos Bz, 
ett sin Bx 


x”e*t cos Bx, 


„i ar netr 
| i (2) a x e ate xheăt sin Bx 


| 
| 
| Lt) | L0) 70| Lio)zolL()z0 Le) #0 | L(a + ißB)#0 | Læ +iß) #0 


n 
z 4, | eaz( 4 ez (As cos Ba + 
TE 


i= 


| | | -+ Bi sin fa) - a"i 


A å | e%2 cos Bx, he? cos Bx, 
îs) | a á e E | 8% sin Bx amet sin By 
Numerele l 
L(7)| 0 | 0 | «| & | a + iß | a + iß 


sînt respectiv rădăcini multiple de ordinul m ale lui L(r) 
di | n 
z » | arm A 
S ni ET M(A cos Bap E "4 (4; cos Bx + 
Yp A . pl ym > Asa t| A yett | eX ym > Aix” | ri 3 Sa a = 
>= | ai | -+ B; sin Ba)an-i 


2.8. O ecuație diferențială de forma 
Aok y™ p axy A n H ay + ay = O, 


unde q;eR, 1 = 0, 1,2,...,n, iar ao 0, se numeşte ecuatie Euler. Prin 
substituția x = e*(x>0) ecuația Euler se transformă într-o ecuaţie liniară 
omogenă cu coeficienți constanți. 


Exerciţii şi probleme 


1. Să se găsească soluția generală a ecuaţiei diferenţiale £(y) = 0, unde € 
este operatorul diferențial liniar cu coeficienți constanţi (reali) definit res- 
pectiv prin 


1) £ = D? + D5 — 7Dt — D? + 2D? — 92D — 120, 
2) £=D*—8, 

3) £ = D? — 6D? + 12D — 8, 

4) £ = D? — 18D* + 130D? — 468D? + 833D — 578. 


Solutie. 1) Polinomul caracteristic ataşat operatorului diferențial liniar € 
este L(r) = 7° + 77 — Trt — r? + 27? — 92r — 120 care poate fi descompus 
astfel L(r) = (r — 3) (r + 2) (r? — 2r + 5). Analog operatorul admite des- 
compunerea € = (D — 3) (D + 2)? (D? — 2D + 5). 

Funcția y(x) = e% este în Ker(D— 3): funcțiile y2(x) = e”, y(x) = 
= xe”, y(x) = xe? sînt în Ker(D + 2), iar funcțiile ys(x) = e? cos 2x 
şi yẹ = €* sin 2x sînt în Ker(D? — 2D + 5). Întrucît aceste șase functii sînt 
liniar independente, ele formează o bază a sațiului vectorial Ker £, așa încît 
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soluția generală a ecuației diferențiale £(y) = 0 este acoperirea liniară y(x) = 
= Cie?” + (Ca + Ca x + Ca?) e” + e” (Cs cos 2x + Ce sin 2x), 


2) y(x) = ce” + e” (cacos 43x% + Casin /3x), 
3) y(x) = e (c1 + eax + c3x?), 
4) y(x) = ae” + e%[(ca + cx) cos x + (Ca + cxx) sin x]. 


2. Fie operatorul &, operatorul identic J şi operatorul de derivare D 
definiti pe C* (R) astfel: 


Aly(x)] = x- y(x) pentru orice xe R, I[y(x)] = y(x). 
Să se calculeze 


Da — AD, D2a — 4D?, D34 — 4D’, ..., Dra —4D”. 


Să se arate că operatorii obținuți sînt operatori diferențiali liniari cu coe- 
ficienți constanți și să se exprime în functie de D. 


Soluţie. DA = (DA) [y(x)] = D(ALy(0]) = Da - yla) = va) + (o, 
= (ID) Dot) = ADAD = A] = y3). Reziltă 

a — 2 Dia, yj] = Dry) = D(y + xy’) = 29 + sy"; AD? = AD?(y)]= 
xD?(y) = xy"; Rezultă D'a — 4D? = 2D. 

Analog D*a — & D? = 3D?. 

Calculăm D”4& folosind formula lui Leibnitz; D”4& = D”[&(y)] = 2 -y) 

Cn 1ytm-D + Chxy™ = ny" + xy™, apoi 4D" = 4(D*(9)] = &(y™) 
xy, Obţinem D"a — 4D” = nD™, 


3. Să se integreze 


l 


i a aa a, Mia, Mau 

2) y” — 3y" + 49y + 53y = 0 

3) yY — 29y" + 100 = 0 

4) yY + 29x" + 100 — 0 

5) yY! — 20! + 130yY — 500y1V + 625x” = 0. 

6) » e îi = 0, pentru 1=—0, A= — &@, A=a, def. 


Solutie. 1) Ecuația caracteristică 7? — 27* + 75 — 27° = 0 admite rădă- 
cina reală dublă n=n=0, rădăcina reală simplă r3 = 2 și rădăcinile com- 


plex conjugate ri =i, 7%; =i. 
Soluția generală a ecuatiei este 
y(x) = Ca + eax + cge? + cacos x + csin y; 
2) y(x) = ce” + e” (cz cos 7x + Ca sin 7x); 
(x) = ae? + ce? + cge + ege; 
(x) = cu cos 5x + ca sin 5x A+ C3 cos 2x + casin 2y. 

5) Ecuația caracteristică admite rădăcinile pi = 72 = f3 = 0, 73 = 74 = 
= 5 + 2i, 75 = Y = 5 — 2i, prin urmare y(x) = Cu + Ca¥ + 03? + e”[(c4+ 
+ 03%) COS x + (Ce + 074) sin v. 

Cix? -+ Coax + c3 pentru à= 0 
6) y(x) = ki + kæ” + kze” pentru à = — a° 
ki + kacosax + kysin ax pentru = aq? 
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4, Fie operatorii diferențiali liniari cu coeficienţi constanți £,(y) = yY +y”, 
Si Ay. 

1) Să se rezolve ecuaţiile £,(y) = 0, £2(y)=0. 

2) Să se găsească dimensiunea spațiilor Ker $, + Ker ṣì Ker £; N Ker £s. 

Soluţie. 1) Polinomul caracteristic ataşat lui £, este Li(r) = 7 + 7°. 
Rădăcinile ecuației caracteristice sînt m = fa = 0, f3 = i, fa = — i. Soluția 
generală a ecuației £,(y) = 0 este y(x) = cı + cx + Ca cos x + csin x. 
Pentru ecuația (y) = 0, obţinem soluția generală y(x) = kı + kax + kge”. 

2) Spațiile vectoriale Ker $; și Ker £, sînt generate de mulțimile de vectori 
liniar independenți (1, x, cos x, sin 4), respectiv (1, x, e“). Elementele spa- 
țiului Ker Si + Ker £; sînt elementele acoperirii liniare C1 + C2% -+ C3 COS ¥ + 
a Ca Sin x + ky + Rax T kae, O bază în acest spațiu poate fi considerată 
mulțimea {1, x, cos x, sin x, e7}; deci dim (Ker £1 + Ker £) = 5. 

Orice vector din Ker $, este paupe generală a ecuației £,(y) = 0. Analog ` 
pentru Ker £s. Spaţiul Ker £, N Ker £ va conține acei vectori pentru care 
Cı | ax + Ca cos % + casin x = ki + kox + kae. Din egalitatea de mai sus 
obținem Ca = k, Ca = k, Ca = 0, c4 = 0, ka = 0. Deci, dim (Ker £, N Ker £) = 
= 2, O bază în acest spațiu este {1, 3}. 

5. Să se integreze ecuațiile diferențiale £,(y) = 0, £2( y) = 0 și să se scrie 
matricea ataşată operatorului liniar 

1) (D? — 2D?) : Ker L — Ker £ 

2) (D? + 3D) : Ker £; — Ker £; 


unde L(y) = yr — Br Hy Cal) = 7 297 pt 

Solutie. Pentru ecuația diferențială, £(y) = 0 soluția generală este aco- 
perirea liniară y(x) = c1 + C2% + cae? + caxe?; mulțimea liniar indepen- 
dentă {4 x, e”, xe} a soluțiilor particulare ale ecuaţiei de mai sus constituie 
o bază în Ker £,. Analog, considerăm o bază în Ker £s ca fiind mulțimea 
soluțiilor particulare ale ecuației £2(y) = 0, adică (1, x, x, e7, xe}. Atunci, 


(D? — 2D2) (1) = D2(1) — 2D2(1) = 0-1 +0- +0 F4 0: ze? 

(D? — 2D2) (x) = D5(a) — 2D2(x) =0 -1 0-a H0- + 0 e? 

(D? — 2D?) (42) = D5(x2) — 2D2(12) = (—4): 140: x + 0-e9 40 ue? 

(D? — 2D?) (e?) = D5(e?) — 2D2(e7?) = 0 -1 +0- x+ (—1e? + 0- xe 

(D? — 2D2) (xe) = D?{xe) — 2D°(xe) = 0 -1+0 -x + (—1)e+(— 1) xe. 
Matricea ataşată acestui operator liniar este 


0 0 —4 0 0 
0 0 0 O 0 
0 0 0 =] =i] 
0 0 0 0 —i 


Analog calculăm imaginile vectorilor din baza aleasă în Ker £, prin ope- 
ratorul diferențial liniar (D? + 3D). Matricea atașată este 


03 0 0] 
000 0 
000 oF 
0 045 
0 00 4 
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6. Să se integreze următoarele ecuaţii folosind metoda variației constan- 
telor 

1) v" + y = 2 sec? x 

2) y” + 4y = sec 2x 

3) y” -+ 4y =2 tgx 

4) y — 9y = coSs x 

Solutie. 1) Ecuația omogenă admite soluția y = ca cos x + casin x. Solu- 


tia generală a ecuației date este de forma y = a(x) cos x + c(x) sin x, unde 
funcțiile necunoscute c,(x) şi ca(2) se obțin din sistemul ci(x) cos x-+e4(x) sin x= 


= 0, —c;(x) sin x+cz(x) cos x = 2 sec? x. Găsim cu(+) =—2| sin x cos? x dx+- 
+ kp, alx) = — cos? y + ki; olx) = | dx = 2 tg x + kə. Soluția gene- 
cos? x 
rală este 
y(x) = (—cos-2 x + kı) cos x + (2 tg x + ka) sin x 
sau 
y(x) = kı cos x + ko sin pe E, x (2R+ TEA ke Z. 
cos 4 2 


7. Să se găsească soluțiile generale ale următoarelor ecuaţii folosind metoda 
coeficienţilor nedeterminaţi 


1) y” + 297 — 3y = det, 
2) y" — 2y' + 5y = 2x + e” sin 2x, 
3) y” — 9y’ = cos x, 

4) y — 6y” 12y — 8y = 4xe”, 
5) v” — y" — y + y= 3e + 5xsin x. 


Solutie. 1) Ecuaţiei omogene y” + 2y' — 3y = 0 i se atașează ecuaţia 
caracteristică 7? + 2r — 3 = 0 ale cărei 2adăcini sînt n = 1, fa = — 3. So- 
luția generală a ecuației omogene este yo(x) = ce” + GE F, Avînd în vedere 
expresia f(x), soluția particulară ar trebui să fie de forma Ac%; întrucît 
r = —3 este rădăcină simplă a ecuației caracteristice vom lua y, = Axe. 


Derivăm şi înlocuim în ecuația neomogenă inițial dată. Obţinem —4A4e-% 


= 36%, de unde A = — ž . Prin urmare soluția generală căutată este defi- 


DD i 3 
nită prin y(x) = ae” + e? — Fi > 


2) Soluția generală a ecuației omogene este yọ{x) = e? (cı cos 2x + casin 2x). 
Pentru a determina o soluție particulară a ecuației propuse, considerăm ecua- 
țiile 

u” — 2w + 5u = 22e şi v — 2v + 50 = e sin 2y. 
Pentru prima ecuație, soluția particulară este de forma u, = (Ax + B)e”. 


| 
Rezultă A = F , B = 0. Pentru a doua ecuație soluția particulară este de 


forma v, = xe? - (C cos 2x -+ D sin 2x), deoarece Re (1 + 2i) = 1. Se obține 
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C =— —, D = 0. Prin urmare, soluția generală a ecuației date este definită 


1 
4 


prin v(x) = e”(cı cos 2x + ca sin 2x) + > ge == - e” cos 2%, 


= 
3) olx) = c + ce” + Cae ; soluția particulară se ia de forma y(x) = 


, | a ; 
= A cos x + B sin x, se obține A = 0, B = — ri Soluția generală este 


(2) = Cu + c p cp? — „sin x. 


4) yala) = e” + care” 4 cxe”; yp = (Ax + B) e”, deoarece y= 2 
este rădăcină triplă a ecuației caracteristice. Soluția generală este y = ce” + 


1 
F egge” + axe” + r xte”. 
5) 4, = Ax*e” deoarece r = 1 este rădăcină dublă a ecuației caracteristice ; 


se găsește A = =: v, = (Bx + C) cos x- (Dx + E) - sin x, se găsește B = 


5 i 
= D=, C=—, b= H Prin urmare y(x) = oe” + cæ” + cxe” -+ 


+ ape + iiw?) cos x + (x — 1) sin x]. 


8. Fie ecuația diferențială "+ 3y" -++ 2y' = 467%, xe[0, + o). 

1) Să se găsească soluția generală. 

2) Să se determine curba integrală care trece prin punctul Mọ(1, 1), are 
tangenta în Mp paralelă cu axa absciselor și ad mite asimptota y = —3. 

Soluţie. 1) Ecuația diferenţială omogenă y” + 3y” + 2y' =0 admite 
soluția generală y(x) = cı + ce” + cse”. Ţinind seama de expresia f(x) = 
= qe și de faptul că y = — 2 este rădăcină simplă a ecuației caracteristice, 


căutăm o soluție particulară a ecuației neomogene de forma yx) = Axe”. 
Soluția generală a ecuației neomogene inițial date este de forma 


y(x) = cut Ca?” + cge” + 2ye”, 


2) Datele problemei se scriu concis y(1) = 1, y'(1) = 0, lim y(x) = — 3. 
Acestea conduc la sistemul liniar c, + (c3 + 2) e? + cze™t ar — 2cp62 — 
— c7! = 262; cy = —3. Găsim ca = — 462, c3 =— (4e? — 1). 

Prin urmare ecuația curbei cerute este v(x) = = 3 — 462-227 + 2(4e2 — 
— lje + 2ye”, 

9, Să se integreze ecuația diferențială v” — 3y' — 10y = f(x), unde 


sti 9 dacă xe(— 1,0] 
sin x dacă xe (0, 1) 


Soluţie. Pentru xe(—1,0) se obține ecuația diferențială omogenă 
y” — 3y — 10y = 0 cu soluția generală y(x) = ae” + ce”. 
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Pentru xe (0, 1) se obține ecuația diferențială neomogenă y” — 3y' — 


— 10y = sin x, cu soluția generală w(2) =— kye” + kæ" + FT cos % — 


—— sin x. 
Deci soluția ecuaţiei diferențiale propuse trebuie să aibă forma 
ae” + ce, xe(—1,0] 


A= a 3 S 
e kæ” ta Bala x, xe(0, 1). 
audă 130 130 00,1) 


Se impune condiția de continuitate a lui y(x) în x = 0, şi condiţiile de 
existență a derivatelor (0), y”(0). Obţinem sistemul liniar cı + ca — kı — 


3 {l 
— k = — , —2c 5c + 2k — Sha = — —- , 4c 25c — 4kı — 25k = 
130 1 Ice 1 2 sar > 6 + 2302 1 2 
== > care este compatibil dublu nedeterminat, prin urmare ecuația diferen- 
țială dată iniţial admite soluții pentru ze(—1,1); ci => Lh ge 


=e a e 
10. Să se determine soluțiile ecuațiilor 
1) xy” + 2y — xy = 0, 
2) xy” + (3 + è) y + 32y = O, 
3) y” + xy +y =0, 
4) y” — xy” — 2y = 0, 


cu ajutorul seriilor de puteri. 
Solutie. 1) Se observă că y = 0 este un punct singular. De aceea căutăm 
o 


soluții de tipul y = 4% 90 a,x” =} a„x™”. Prin derivare deducem 
n=0 næm 


=) (e ) an E ratati SI a” = > (a -+ n) (a e i — 1) CAE atăt 
#=0 


n=0 
și deci 


[să 


3> (a + n) (e + n — 1) apx +5 2(a + n) a„x*+"-1 — J a,x =Ù, 
n=0 n=0 


n=0 
adică 


apela + 131 + a(a+ eA 
HE+ et Apter Faart 2-a 2) asa — aj) PI 0, 
n=0 


Prin identificare găsim 


daoa(a + 1)=0, m(a + 1) (+ 2) = 0, (a +n + 3) («+ n 2) anme = tn. 
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Pentru a = 0 rezultă a, = O Şi dpa = — “1 —. Deci dap = — 0 
4 (2n4+2)(n4+ 3) (2p+1)! 
co 2p sh x i 
dæ: = 0, adică y = 40 cae ceata | 08 : pt. x#0 este o soluție a 
ğü i 520 (22 + 1)! ecuației. 
0 pt. x=0 
Fie = —1. Găsim Apa = AL SE și deci lap PPE da = 
(n + 2) (n + 1) (2p)! 
= Astfel 
(25 + 1)! 
je sori a +a?! XP e chy ta sh x vi 
=0 (25)! $= (2b + 1)! 


este soluția aradi a ecuației propuse (liniar independența solutiilor parti- 
culare este evidentă). 


Cazul «= — 2 conduce tot la soluția generală. 
2) Găsim 


2a TAr 


3) Gap =— 4, pentru n>0. Seria y(x) = Bai” mai poate fi 
n+2 
scrisă y(x) = dova(2) + a1y2(x), unde 
Cr să i (—19* 
vi) = + a =e 2, yx) = ] an+ 
ia Sa i 2n) (2) = 233 nti 


și a = y(0), a = y'(0). 


Aceste serii sînt convergente pentru orice xeR, adică raza de conver- 
gență este infinită. 


- i x2r a x? ; 
ap | GAT (a z) ic PCA: 


Raza de Ra : este infinită. 
11. Fie operatorul diferențial liniar 


1) (9) = y” ——— y + -y, £: CHI) —> CI), IT ={—1, 1). 
1— x 1— x 
Ta 5 
2) £(y) = y" — VW — e: CHUI) — CHI 
) 2) 200 21) eL (7) (1) 
A au PN i š 
3) (9) = yY + 5s" s Haa £: CI) > CH), I= R, 
X X pi 


Să se determine Ker £ şi să i se stabilească dimensiunea. 
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Soluție. Variabila independentă x o. înlocuim prin funcţia £— (4) 
convenabil aleasă astfel încît să obținem o ecuație diferențială cu coeficienți 
constanți ușor de integrat. 


1) x= sin £, i| =, 3) Derivatele de ordinul întîi și doi ale func- 


ției y vor fi ; ; 
jpa 1 a, 
di/ dt cost dt’ 


j 2 ' i 
pi cu E d | dy =e sni). 
cost d cos’ ¿| di” di 


Înlocuim în (y) = 0 şi obținem ecuaţia diferențială liniară de ordinul doi 
24) 
= -+ 9y = 0 ale cărei soluții particulare sînt y(t) = cos 37, y(t) = sin 3t. 

Prin schimbarea de variabilă, operatorul diferențial liniar € devine 
operatorul diferenţial liniar cu coeficienți constanti £ = D? + 9; mulțimea 
tuturor soluțiilor ecuaţiei diferențiale £*(y) — 0, adică Ker € este un spaţiu 
vectorial real. Spaţiul vectorial Ker £* este generat de soluţiile particulare 
y(x) = cos 34, yə(t) = sin 3t ale ecuaţiei diferențiale £'(y) = 0. 

Fie $ transformarea liniară J: Ker £ — R? definită prin $(y,) = 
= (yilt), Vilt), î—1, 2, unde dp este un punct fixat din( 3 7 „ Deoarece 
T(y;) = 0 implică y(t) = 0 conform teoremei de existenţă şi unicitate a solu- 
țiilor ecuației diferențiale, urmează că J este injectivă; aceeași teoremă 
asigură și surjectivitatea lui J. Deci J este un izomorfism și dim Ker £* = 
= dim R? = 2, 

Perechea formată din soluţiile particulare y,(%) = cos 3 (arcsin x), yə(x) = 
= sin 3 (arcsin x) ale ecuaţiei diferențiale £(y) = 0 formează o bază a lui 
Ker £. Acoperirea liniară c1y(%) + cay(x) constituie soluţia generală a ecuației 
diferenţiale (v) = 0. 


2) Efectuăm schimbarea de variabilă v= chż; y ME. , y" = 


i i sh î d 
PER. 2y. ERA Ar, obținem ecuația diferențială TRAA 9 dy 5y== 
sh?4 d  sh?ż di P di 
= 0 ale cărei soluții particulare sînt 
i 
v(d=e 2, y(t) =e"; dim Ker£ = dim Ker £ =2, 
3) Efectuăm schimbarea de variabilă x = e; în acest caz 
1 dy À 1 (d2y dy ; 1 (d2y d2y dy 
l=, p" = — Fate y = — — — 3— - 2 = Li 
3 e dt ” al dg A j A| dë di * AN 
4 3, 244 
Pi aja a? oai a 
= a dë dg? dt 


Ecuația diferențială. atașată operatorului diferențial liniar £* este 
dy d2y dy 
— — 6—4 l4— — 16 — + 8y = 0 
d d? i dë dz Lie 


ale cărei soluții particulare sînt y(t) =e”, y(t) = te”, y(t) = & cost, 
yalt) = č sin t; dim Ker £° = dim Ker £ = 4. O bază în Ker £ poate fi 
considerată mulțimea (42, x? In |x|, xcosln |x|, sin In |x}. Acoperirea li- 
niară a elementelor acestei mulțimi este soluția generală a ecuației diferen- 
tiale £(y) = 0. 


Observatie. Ecuația diferențială dată în enunț se mai poate scrie sub 
forma xtyiY + 3x2y” — Txy' + 8y = 0 care este o ecuație diferențială tip 
Euler. | ` 


12. Să se determine soluțiile generale ale următoarelor ecuații Euler 
1) £y” + 32y" + xy —y=0 

2) y” + ay — y= 

3) y" + axy’ + By =0, œ, PEZ 

4) y" + 5xy” + 4y' =la 

5) xy” — by = 5x + 82. 

Solujie. Ecuațiile Euler se reduc la ecuații liniare cu coeficienți constanți 


prin substituția x = ef, Deci y’ mi. ori ay y= E) a d dy = 
déj di & di e dle! di 


1 (dy dy 1 {dy d?y dy 
=—|— -> |. Analog y” = —{|— — 3— + 2— |: 
al dg? a) sai E dë? ji A 
d?y 


1) Înlocuim aceste derivate în ecuația dată și obținem a 1=0a 


cărei ecuație caracteristică este, 7* — 1 = 0, avînd rădăcinile n = 1; f= 


= — = + pă „Ya= -4 — 0 . Soluția generală este definită prin 
t 
y(t) = ae + ZC cos 5. +e sin E i). 


Înlocuim pe i = ln xv şi obținem soluția generală a ecuației inițiale 
1 V3 ; _V3 
y(x) = x% + lalcos"? In | J + oa(sin in | -)) x#0. 


13. Fie ecuația diferențială f(x)y” + g(x)y' + h(x)y = 0, cu f(x) >0, 
f, g, heC°?(I). Un punct x = b se numește conjugatul lui x = a dacă există 
o soluție nenulă a ecuației diferențiale care se anulează în ambele puncte. 


1) Fie u şi v două soluții liniar independente. Să se arate că x= b 
este conjugat lui x = a dacă şi numai dacă 


u(2) v(a) 
u(5) o(6) 
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2) Zerourile soluției x — v(a) u(x} — a(a)v(2) sînt puncte conjugate lui a. 

3) Să se demonstreze că dacă x = b nu este conjugat lui x = a, atunci 
există o curbă integrală unică care uneşte punctele (a, c) și (b, d). 

Solutie. 1) Fie 
u(a) v(a) 
u{b) v(b) 


= 0. 


Există numerele cu, ca, cel puțin unul nenul, astfel încît cyu(a) + cav(a) = 
şi Cau(0) + ceu(b) = 0. Soluția x — ca * u(x) + cw(x) se anulează în x = 
și în x = b fără a fi identic nulă. 

Presupunem că x = b este conjugat cu y = a, adică există o soluție ne- 
nulă x — cqu(x) + cw(x) cu proprietatea 


cula) + cla) = 0,  cau(8) + cav(b) == 


0 
0 


Deoarece prin ipoteză cł + că + 0, rezultă 


ua) v(a) 
u(b). v(b) 


= 0. 


2) Consecință a lui 1) 
3) Este suficient să arătăm că există o pereche unică (c1, c2) astfel încît 
+ Ogi 


Cu(a) + cw(a) =c,  em(b) + cav(b) = d. 
Evident, acest lucru este echivalent cu ipoteza 


u(a) v(a)j 
u(b) v(b) 


. 


14. Peretele plan al unui cuptor de grosime ò (fig. 4.4) are pe fața inte- 
rioară temperatura li, iar pe fața exterioară temperatura f2 (î1 > tə). Să se 
determine variația temperaturii pe grosimea peretelui, cunoscînd conducti- 
vitatea termică a materialului din care este construit peretele A = ħ (1 + 
+ bt), unde ^ ṣi b sînt constante reale pozitive. 

Soluţie. Variația temperaturii pe grosimea peretelui este dată de ecuația 

2 2 
E E 
da? dida 
Î . . d? . 
nlocuim pe A, respectiv F , obținem 


d? di 
1 + 80) d —|=0. 
CR + dg? P (3) 


Notăm = = p pentru a reduce ordinul ecua- 
x 


dr _dp di „dp. 
da? dł dx di Fig. 4.4. 


Rezultă 


(+ în) pto 


din care p = < = 0 nu prezintă interes tehnic şi (1 + bt) ci +p = 0. 
x 


Deci p(1 + bt) = c sau g (1 + bt) = c; printr-o nouă integrare obținem 
Ba 
soluția generală 


bE i= erth 


Constantele se pot determina din condițiile la limită 2(0) = fn și £(8) = tz. 


2 SER 
obtine adi şi e= ai (în + et 2). 


Variația temperaturii pe grosimea peretelui este 
T oT 
Ha) = — = =+) => =i = 
== (ca (++) (ze) la 


§ 3. SISTEME DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDINUL ÎNTÎI 


3.1. Un sistem diferențial de forma 
dy # 
1) =at) y, i=l, A, 
(1) äi 2 ult) y; 


unde a,eC%1) se numeşte sistem lintar omogen. 


3.2. Notînd Y = “ya, -s Wa], A = [ay], sistemul omogen este echivalent 
cu ecuația matriceală 


___3.3. Spaţiul vectorial V al tuturor soluțiilor lui (1) are dimensiunea n. 
Într-adevăr, oricărei soluţii YeV îi putem atașa vectorul Y(0)eR”. Obţinem 
aplicaţia liniară 3: V— R”, care se dovedeşte a fi un izomorfism (în baza 
teoremei de existență și unicitate a soluției). 


Dacă 1—Y,(0),j = 1, ..., n, este o bază a lui V, atunci t =Y (t) = 2, GY (t), 
=i 


unde c sînt constante arbitrare, se numește soluția generală a ecuației (1) 
sau a sistemului (1). Notînd C = f[es, ..., Cal, W = [Yn . Yp], soluţia gene- 
rală se scrie Y(t) = W(4)C. 


3.4, Fie funcţiile (vectori coloană) Y4, ..., Y„ pe care le presupunem cel 
puţin continui. Determinantul w(t) = det [Y (t), ..., Y„(2)] se numește deter- 
minant fundamental. Funcţiile Y,, ..., Y, sînt liniar independente dacă și 
numai dacă 40. 
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Dacă Y,,..., Y, sînt soluții ale ecuaţiei (17), atunci 
$, (tr A) de 
w(t) = wto) e% 
De aceea dacă w se anulează într-un punct fọ atunci el se anulează peste 
tot. 
3.5. Un sistem diferențial de tipul 


(2) Era) DU) +AA, i= 1, sn, 


unde a;, JERU ) se numește sistem liniar neomogen. 
Punînd F =*'[f ..-, fu] şi utilizînd notaţiile matriceale de mai înainte 
sistemul neomogen este echivalent cu ecuația matriceală 
dY 
— = AY + F. 
2) dt 


Soluția generală a ecuaţiei (27) este suma dintre o soluție particulară a ecuației 
neomogene şi soluția generală a ecuației omogene. 


3.6. (Metoda variației constantelor. ) Dacă Y(t) = W(t)C este soluția gene- 
rală a ecuației omogene (1”), atunci soluția generală a ecuaţiei neomogene (2”) 


poate fi găsită sub forma Y(t) = W(t) C(t), unde i = WF. 


3.7. Fie yj = aaa + «e F Ama J= 1,2, „n, un sistem diferențial de 
ordinul întîi omogen cu coeficienți constanți. Notînd Y —[ ya, -o Yal A = 
= [a] E Mnn R), avem . transcrierea matriceală Y'= AY. Soluţia care 
satisface condiția inițială Ylh) = = Yo este Y(/) =E 

Echivalent, 


(a) dacă A este diagonalizabilă, atunci 
Y( = TPTY 
unde T este matricea vectorilor proprii, iar D este matricea diagonală atașată 
ji Qi dacă A are valori proprii multiple, și se reduce la forma canonică. 
jordan J, atunci 
Y(t) = Tel—AT-1Y 0, 


unde T este matricea vectorilor proprii și principali. 


Exerciţii şi probleme 


1. Se dă sistemul diferenţial liniar omogen Y’ = AY, unde 


A= j “A = /] > Y = Du ya. 
—2 tg i 


Să se arate că vectorii Y, = [su 2 sin tnfte( $- zh sin e|; Y = 
t z t T R 

= |cost, 2 cos ¿lni tg| ——— |i + cost + 2tgt|, tel ——, —|— 10, 
| ge z) ý e 2 E] to) 
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constituie o bază în spaţiul soluțiilor sistemului. Să se scrie soluția genera- 
lă a sistemului. 


Soluţie. Se verifică imediat că funcțiile va = Sin £, Va = 2 sin sioft g a — 


a 53] + sin £, componentele lui Y1, și vy1a=cos t, Vaz=—2 cos tn ls(4 =- iJj 


-- cos + 2 tg i, componentele lui Yọ, verifică ecuațiile sistemului. Rămîne 
de arătat că vectorii Y1, Y formează o bază în spațiul vectorial al soluțiilor 
sistemului. Pentru aceasta este necesar și suficient a dovedi că determinantul 


W = det [Yn Ya) = da] ju) = 
Va Næ 


sin £ cos £ 


[i 


x . y 
2 sin îln| tg A A + sint  2costln (Fit cost ze 
4 2]. 2 
este nenul. În adevăr obținem 
sin? + 


W(t) = 2—— #0 pentru te| — 3 to, 
cos £ d 2 


Soluţia generală este 
Y(t) = W)C = 


sın £ cos ¢ 
=] 2 sin tnfte( 5- -)] + sint 2 costin te( 3 7) + cost+ 2tg7 i 


[il 
Ca 
cı sin £ + cacost 


F fafs najte[ 3 — +e A vad cos softe = — z) t+2 tg | i 


2. Să se rezolve sistemele 


-E j 
Y =AY, A=| 2 2 2h YOW =y, Y =| 2 


=ð tf 0 
7 A d 0 
PA Al 4 7 |, TO = 
SE d i 1 
0 10 -4 
3) Y'=AY, A=lo 0 1j, YO =Y; ṣi Yo 0 
Lps 


dă 1 
lăsa DE 
D Y = ÁY, =i gg — sl: Y(0) = Yo şi Y=|, 
Dă aş 3 
Pap, Al H, r-r s %=[]; 
= = ap. ai mae A 


Solutie. 1) det (A — AI) = 0 are soluțiile A, = —3, A = —2, d = 0 care 
sînt valorile proprii ale matricei A. Vectorii proprii corespunzători sînt 


ĉi = SEI, 0, =T], ea = +2, =], 0), 03 = to, 1, —1]. 


1 2 0 
T=| 0 —1 1 
—1 0 —i 


este matricea diagonalizatoare pentru A, adică 


i bi d e-% 0 0 
D=TIAT=| 0 —2 0| şi =] 0 e” o 
0 0 


Matricea vectorilor proprii 


0 0 0 1 
Obținem 
e 4 262  —2e8t + 2-26 —2e8 + 202 
Y() = T®TY (0) =|—e2 +1  —e* 42 2 41 
e3 — 1 263 — 2 2e% — | 


—1] [3e + 262% 
-| 2|5| —e24+3 
0 est — 3 


adică y(t) = —3e% + 20%, yalt) = 3—c%, y(t) = 3% — 3. 
2) det(A — A) = 0 are soluțiile A = ħ = 3, Aa = 12. Deoarece rang 
(A — 3I) = 1, rezultă că lui A = 3 îi corespund doi vectori proprii liniar inde- 


pendenți. Fie V = '[x1, x2, x3] un vector propriu. Din condiția (3I — A) V = 0 
obținem sistemul 


— 4x — 4ra + da = 0 

—44, — 4z T Xa = 0 

4x + 4x — Xa = 0 
care se reduce la ecuația 4x, + 4x — %3 = 0 cu soluția x3 = 4x, + 4x2 
sau xı = 4&, Xə =b, x3 = 4(a + b), așa jîncîit V = fa, b, 4(a + b)] din care, 
considerînd 4 = 1, b= —1 şi respectiv a = 0, b= 1, obținem doi vec- 


tori proprii liniar independenți corespunzători lui } = 3: e, = *[1, —1, 0], 
£a = '[0, 1, 4]. Pentru à = 12 alegem es = [1, 1, 1]. 
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Deci 


1 0.1 3 
T=|—1 1 1|, D=TI-A-T=|0 
O 4 1 0 
e 0 0 
€*=| 0 e* di 
0 0 ext 


Atunci aplicăm tot relaţia (3.7), şi obținem soluția 


1 


9 =) 
Y() =T-e1-1-Y(0) = Ze 4 S ez 

4 est t e12 

js 


3) P(A) = det(A — A) = 0 are soluțiile A = 72 = d = 1 şi deoarece 
rang (A— 1-I)=2%#n— r rezultă un vector propriu corespunzător la 
valoarea proprie triplă à= |. Se găseşte e = '[1, 1, 1] vectorul propriu. 
Trebuie să completăm baza cu așa-numiții vectori principali €2, e care satis- 
fac ai supa Ae = 1 + ez + ex, Aeg = 1 : eg + ez. Dacă punem ez = ‘ay, aa, œs] 
și es = '[Bi, Ba, Bs] obtinem sistemele: 


—a H a= 4 | = p 
—as + az = 4 cu soluția {$ xg = a -+ b 
ai — doo + 2æz = 4 as = 2a + b 
şi 
—B + B2= b B= c 
— B2 + B =a +b cu soluția Bz =b +c 
i Bi — 3B + 2B = 2a + b Ba=a+b-+ae, 


unde a, b,c e R sînt parametri reali arbitrari. Putem lua a = 1, b = 0, c = 0 
astfel încît rezultă 


Co = to, i, 2], êg <n; “0, 0, 1). 


În concluzie 


are forma Jordan corespunzătoare, 


IL 1 9 
J= jo 1 iF 
001 
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Avem 


et té e —4 +4 —È 
Y(t) = TeT-1Y(0) = T- 2 | T-Y =e] ye : 

0 ef te | 2-A | 

0 0 g 

4) PQ) = det(A — AI) = (1 — à} și deci 4 = === este 

valoarea proprie multiplă de ordinul patru. Deoarece rang (1.I— A) = 
= 3 # n — k rezultă un singur vector propriu corespunzător e; =*[16, 16, 0, 0]. 
Completăm baza în R4, cu vectorii principali ez, ez, e4 așa încît 


Ada = 1 -e3 + e, Aeg = legea, Ae, = 1 -2t ez. 
Obţinem 
ca = 8,0,8,0], ea = 110,0, —6,4], ea ="[—13,0,5, —6] 


şi deci 

E -8 m =B 1100 
Ta 16 0 0 0 J= THAT = Y 4 A 8 
O B 6 să ÎN 0 Da1 i 
00 4 —6 000 1 

» r Me 

et te ; et La. 

6 

Y(t) = Ter: T-iyv(0) =T|o e t Le |T-.y(0), 


0 0 æ te 


—4 : 4 z —4 - 
— B—4P2— 341 e — BA ari B--6824-44 
3 3 3 3 | 


e o 4 ə Sti ə 
Y(=e Zi petas —B-+-6P4+44+1 te etu Í P48P+T 
> 


—2£ — 3i 2P — 3t —2P2—34—3 2? -45t 
| —2ż 2i —24 244- 1 
1 4 + 182 — 144 
—2 | — ee | 4P + 242 + 234 
1 6 + 154 — 3 
3 6: + 3 


5) P(A) = det(A — A) = X? — 34 + 5/2 = 0 are soluțiile 
^ = 3/2 + 1/2i, d = 3/2 — 1/2 i ce reprezintă valorile proprii ale ma- 
tricei A în C. 
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Fie x = u — iv, 3 = u + iv vectorii proprii corespunzători. Obţinem 


x ="1, 1/2 — 1/2], y= '{1, 1/2 + 1/2i] 


n 
Bs 


u = 1, 1/2], v= Ħ{0, 1/2). 


Rezultă matricea reală 


tin al s mj | 


Apoi, DaT [7 — 1/2 
12 12 
si YA = TTY.. 
Calea urmată în această problemă este mai complicată decît calculul 
direct al lui e#, s 


3. Să se rezolve sistemele diferențiale liniare Y' = AY în fiecare din 
cazurile de mai jos 


P S S: i 1 
1) =|2 0 i| ro -|-| 
LA 2 


i 9 + 3 1 
2) a=] o 0 1j, Y©)=|0 
za asi, $ 0 
E 8 
3) A=| 2 1 —6|, Y(0)=|o 
si. = O 0 
1100 0 
4) A=|O 2 1 0] yto) =|0 
003 0 1 
0 00 4 1 
002 0 1 
5) A=|1 00 2][, yvo=[0 
0 00 4 2 
001 0 1 
R: 


e” + 4te” Bet — 3e” + e” 
1) Y(4) =| —2e + 2e” + 4te”| 2) Y(t) =|—3e* + 6e” — 3e 


—2e + 4e” 3e* — 12e- 9e% 
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et p Je” — 1/2 + e” + 1/2e% 


2 3t 
3) Y(t) -| 2e — 2e%| 4) Y()= £ $ $ 
P dh est gi 
26% — 1 
a y 2e” —i— 2 
e% 


= 2y y— z T eta lui 


= —2y — 5y y = + 3y 


Solutie. Folosim polinoamele de interpolare pentru calculul exponențialei 
de matrice. 
1) Scrisă matriceal soluția sistemului este 


Yp =C, unde YA =T ai E —= Téu fas tai 
Pentru sistemul (1) găsim 
i [ l =i) Bi =detţă — a = t aLa; 


t 3 =j 
A = —l; A =], A = 3, 
J a E, i 3 


Dacă f(A) = e*, atunci f(—1) = e, f(1) =e, î(3) = =. 
Folosind polinomul Lagrange, deducem 
efi) _ EU) 13) —f(—1) _ £(1) 
f(A) = A |= p Pt: pic E EA în 
isa A ARE A Nou E H 


: a J £]: înlocuind f(A) = e^ şi f(3) = eX obținem 


et et et 2 7 —2 et et |2 1 —i 
0 0 1 3 —3 —l 
1 0 Q 
3 1 
Hierde- SE |- 
0 0 1 
e În dp TE A te fl da În ge et e] 
8 4 8 8 4 8 4 4 
capra l gp 0 3 1 7 et e” 
= = et ep ete = 
8 4 8 8 4 ar 4 4 
det 3 -t 3 e 3 -t t 
s li a —— e — e e 
2 2 2 ra 
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Soluţia sistemului este Y(7) = e®. C sau explicit, 


3 3 Ca 5 5 c i c 
xA = e| —> cat cat] lS cea ca Ne pg 
(£) ( Fi Sr ii Nu Ga Fi det 2 4 


1 Co Cı 7 C3 3 3 Cal _ 
w(£) = ef| — a ——] + 65 24 — ca——|+[— atare? 
(2) l 1 A PI 3 2 4 3 1 3 iai 


3 3 3 3 
fact ——c Zë Cal EET E E A 
z(t) ( pa et - - ~ ) 


adică 
x = khit + ke + kye” 
y = 1/5k + kæ + kze” 
g = 6/5het + 4k 
2) A [2 |: PA) = det(A — 11) = A+ 6+D)A+6—i); 


ha = —6+i, àz = —6—i. Pentru f(A) folosim 
(=) (A) = Zif(aa) + Zaf(Qo). Za, Z2€ Mox R), 


Particularizăm și fie f(A) = à+ 6 —i=}— Mm; rezultă f(A) = A + 
+ (6 — i)I și f(A) = Z, - 0 + Za(—2i), deoarece f(%4) = 0, (2) = —2i. 


Deci, A 44 03 aaa Za = Ż[A + (6 — i) 1] = 
1 


li i 

= F 

1+i 

EF 

fie F(A) = > — M = a + 6 + i şi deci f(A) = 2i, f(à2) = 0. 
Procedînd analog, f(A) = A + (6 -+ i)I = Z, : 2i + Z2- 0, găsim 


„ Pentru a-l determina pe Z, particularizăm pe f(A); 


1+i i 
1 , 2 7 
Zi = — [A + (6 +i) I] = 
2i i 1—i 
l Z 
În concluzie 
1+i i 1+i i 
ii Fleane * “ie 
i 1—i i ' 1—i 
2 2 


288 


oricare ar fi funcţia f. În particular, luînd f(A) = e, deducem 


+i a] l1—i i 
eñt — 2 2 el—6-+i + | 2 2 el—6—i)t = 
;: fi „ii 
j 2 = 
_a[cost— sin î sin £ 
js EX st . 
—2 sin £ sin £+ cos 


Din Y(7) = e- C, obținem 


x(t) = e“[ca(cos i — sin £) + ca sin £] 
y(i) = e%[—2c, sin t + ca(sin t+ cos £)] 


sau 
x(t) = (k; cost + kasin d), 
y(t) = Eiki + ko) cos £ + (ka — kı) sin £] 
3 da i “i „ Paj = (A — 4), A= 4 rădăcină dublă. Aşadar f(A) = 


= Zaf(4) + Za (4). Particularizind, alegem f(A) =A— 4; atunci f(A) = 
= A — 4Işi deci f(A) = A — 41 = Z, -0 + Za: 1, deoarece f(4) = 0, f'(4) = 
= 1. Rezultă Za = A — 41 = i P . Pentru a-l determina pe Z, alegem 
f(A) = à şi deci f(A) = A = 42, + Za, deoarece f(4) = 4, f'(4) = 1. Rezultă 


Z, = (14) (A — Z) = j A . În concluzie 
1 0 E =i g 
f(A) =f ‘| 14) g” ri -P(4). 
Pentru f(A) = e*, găsim 


"el „jel, E a i Zj“ 
0 1 1 —1 Fà 1—ż 


Soluția generală a sistemului este definită prin 


vp=e d: |e 
t I= ģ 


sau 
x = ke” + katet 
y = (Ba — fa)“ + katot 
5. Să se rezolve sistemele 
p= y x +y—z=0 x =y+z 
1) mă, 2) 5 y mm0 , 3) y =z+x 
g = +a —z=0 z = x+ y 
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x =2x + y—z x = 4y 
yY =x+2y—z, 5) iy =r 2?y , 
ERTAN zZ =x —4y+z 


y 3y — 4x + cost; x(0) = 1; y(0)= —l; 


ăi 
| 
$ 
-1 
ti 
| 


—23 ea — 32 
A s= y 8) {y = —3x — 2y + z, 
PA z =% — 3y — 22 


“E = 3% — y+ sint 


10) xX =— ytty 6+1 
Pa PHA 


y! = yesini ’ 


Fa 
se 
| 
| 
w 
SEI 
-H 
Q 
Q 
n 


y — z + x3 = sin t 
13) zZ — x +3 =snt, 
z — y + W3 = sin? 


f As mt ap t e i 
i TI y+e | 12) L x cost 
2x = 


v 
A =% 4—7 3 16) 


N 

| 

12 
tad 
| 
w> 
| 

2 


x = Ts +F 3y + fz — Su 

y = 6x + 4y -+ 4z — 8u 

z = 6x + 3y + 5z — 8u 

u = Tx — 1ly + 222 — 10u 
4x" + 9y + 44x + 49y =t 20) 2x + y = 3t 

3a + 7 + 34x + 38y = PA y — 2y = e” i 


21) xy 2r- y= ei 
x+y x 3y = et o d. 


f =e 
y =4x= y+ 4, 18) 
#7 fay =z 


E = pps Ba o AIR di 
A 
A 


nr 


R: Sistemul este echivalent cu ecuația x” = x. 


á A sia y3 > 3 ; 
Aceasta are soluția x(t) = cae“ + e 2 | cz cos a t + c3 sin E ia - Din 
| i i; = -43 = 
w=— x deducem y(t) = c e — 1e Z’ | (c3 -+43 ca) „sin t— (43 ca — 


4 


Sy 1 

— 02) cos i] şi din z= y', rezultă z(t) = e — tæ z" [a+ 
v3 E 

+ V3 c3) cos bt (cs — V3 ca) sin £. 
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2) (I) Prin eliminare obținem ecuația y” — y” + y’ — y= 0 cu soluția 
y(t) = ce + cocos t + czsin t. Apoi x(t) = (Ca + ca) cos £ -+ (c3 — ce) -sin £, 
z(t) = eset — casin £ -+ Ca cos t. 

(II) Căutăm soluții de forma x = ae”, y = be, z—ce't. Ecuația carac- 
teristică are rădăcinile 7i = 1, 73 = i, 73 = —i. 

(III) Forma matriceală a sistemului este Y’ = AY unde Y = '*[x, y, zi, 


0 —1 1 
A = 0 0 1|. Se obține soluția Y = C. 
—] 0 1 
3) Prin adunare deducem 
iria = 2(x + y + z), de unde x + y + 2 = kı e”, Apoi, 1an 
= — (y — 2). Deci y — z = ke*. Analog, din Seal =y— x, obţi- 


nem y— x= k,e. Rezultă x= ce” -+ cege”, y= cget -p ce”, z= 
= (c3 — cet + ce”. 

4) Deoarece matricea sistemului are valorile proprii An = —l, M= l, 
às = 3 şi vectorii proprii ex = |], 1, 4), ea=*[5, 1, 6], es = *'[1, 1, 0] soluția 
sistemului Y’ = AY este Y() = eC = TATIC, unde 


—1 0 9 
D = 01 oP 
093 
iar 
LŠ 
T=|1 1 1] este matricea vectorilor proprii. 
460 
5) Integrînd prima ecuaţie, se obţine x = act. Din a doua ecuație 
FA + 2y = cuet rezultă y= z e* + ce” iar din a treia, z = T et + 


4 
+ EJ Co e=? + Ca e, 


6) Considerăm mai întîi sistemul omogen 


» = 3% —y 


y = 3y — 4x 


care are soluția x = cu €* + cze”, y = 2c e — 2e e”, 
O soluție particulară a sistemului neomogen are forma 
js = ay sin t + b; cos £ 


Np == Gasin -+ b cos £ 
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Punînd condiția ca aceste funcţii să verifice sistemul neomogen obținem 
4 = 5b, Ia ba, da = 3b, == 4b, +1, bı = — 344 + 4a—l, ba = — 343 + 4a 
cu soluția a = end i SR: aa = E. ba i, 

26 26 26 26 


Soluția generală a sistemului inițial este 


X = yet + act + (21 sin é + cost) 
„teR. 
y = 20 é — 2c e™ +i (— 18 sin £ + 12 cos) 


Din condiţiile inițiale rezultă cı = 0, ca = — S „așa încît soluția problemei 


este definită prin 


pN sin 44 12 c054) 


ER. 

IS a l 

= — — e” | 
i t- 


(—13 sin ¿ + 12 cos) 
13 


x(t) = 3caet -+ Icat e 
7) y(t) = 9c3( 1— 2t) e a 6Caet , teR. 
z(t) = cu €”% -+ 20cpe* + ca(60/ — 16) e 


x(t) = cet + “ja sin W3 £ — e cos 243 r| 
4 N 


ice 2 ji 
8) yli) = act + efes sin 243 4+ m cos 243 „teR. 
N 


z(t) = at + e|- (Ca + c3) sin 2 (3 t E cos 243 ] 


9) Implicit se presupune că x, y, 2 sînt funcții de clasă C” pe un interval 
deschis din R. Adunînd ecuaţiile avem 


(I z+y+az=0. 


Înmulțind prima ecuație cu x“, a doua cu y’ și a treia cu 2" și adunînd, găsim 
xx! + yy + 22! = 0, adică (2) x? -+ y? + 22 = 2c}. Rezolvînd sistemul (1) 
şi (2), rezultă funcțiile continui 

y= HA ai pella 


> 


2 2 J3 


A treia ecuație a sistemului dă 3x’ =— 402 — 3x2. Făcînd calculele rezultă 
soluția generală 


2c . t— Ca 


3 V3 


E in seal. POR gas 
V3 v3 i V3 


10) Sistemul se reduce la ecuația +” + x = 3 — t+ 5, a cărei soluție 
generală este definită prin 


x = cĉ Cos $ = ca sin t + 3# — t — 1 tER. 


Apoi 
y = & Sin $ — c cost + +2, teR. 


Pentru 1 = 0, deducem ca = 2, C3 = 3. 


(t) M PE TE ER E ca + 3c; e” 
17 E7 
11) bo l 4 
(i) = — Def —— sint + — cos t — 4a e, teR. 
x) 3 17 17 : 


12) Din a doua ecuaţie a sistemului, x = y esint deducem y'= esinty” + 
+- cos osia! == emy + cost, Deoarece x’ = xcost rezultă ese ip = 
= 0 sau y” = 0 şi deci y = ct + ca, x% = q ent 


xi) = ese? + cae” + -5e MEA 
13) 


2 1 5 
(2) = ĉi et — 3 Ca e-2 IE o IP RER 0 N Ri d 


14) Funcţiile x, y, z sînt de clasă C*. Prin adunarea ecuaţiilor rezultă 


x + ya =—Nă3sin î. Scăzînd ultimile două ecuații obţinem 
V3% + z — y = cost (x) 
Deci, J3" = y =z? — sin {= — V3% sau x" + x= 0 cu soluția ge- 


ți o 
nerală = c cost = cs sin £. Din (x) rezultă y — z = V3w' — cost, iar din 
x+ y+ z=V3sint obținem y -+z =vV3sinż— x 

Atunci, 


z=- Ve) sin £+ (e — aa) cost 
y = (Fy Va) int (e = ai) cost tER. 


z -7 - V37) sin £ + (c1 — ca) cost, unde cı + c + c = 0. 
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15) Căutăm soluţii de forma x = ae”, v = bet, z= ce". Din condiția 
ca aceste funcţii să satisfacă ecuaţiile sistemului obținem 
(r+ la b+2c=0 
a +(r+i)b—c=0 
2a +b+(r+1)ce=0. 


Ecuația caracteristică (y — 1) (r -+ 1) (r + 3)=090 are soluțiile r= 1, 


7 = —1, 7 = —3. Deoarece a = —2r — 3, b=r + 3, c=? + 2r, rezultă 
fî, = —5, b= 4, &=3 péntru r= 1 
đa = —], b= 2, c= —1 pentru r= —l. 


da=—l ; dy= 0; ca=l pentru 7 = —3. 


Deci 
x= — Scut — eget + ege 
y=  Acuef + 20 
z= 3 — pet oger”, ef. 


16) Putem folosi metoda eliminării și obținem ecuația 
2" pg! z= —et — cost 
cu soluția generală 


x 1 à 
z = Q eE” + c cosi + casin 4 — E e + É (cos £— sin) 


Din x= —7' şi y= x+ s’ — ë se obțin x și y, teR. 
x(t) = (c1 + 2e + cal?) e? 
1 
[i PE 2 ______|at 
17) y(t) = cı + 2e + a(i 5) e, teR 


] 1 Ca ] 
HH =u —2os — = cale! =l g= lie! — gd. 
(5 r(e = :) ( 2) Los 


18) Matricea sistemului are valorile proprii M = ħs = şi s = 4 = 2. 
Soluția sistemului Y’ = AY este 
Yet = TTC. 
sH = cuc + cae? pe 
19) Ă 


y(t) = 4cu e — cge = e, te. 


20) Folosim metoda eliminării. Din prima ecuație rezultă x” = —1/2y” —3. 
Din a doua găsim o ecuaţie de ordinul doi neomogenă 


y — 29 p 4y = —20% —6, 


21) Scăzînd ecuaţiile sistemului avem 3x — 2y = e” — e* + t+ 1 sau 


r A r y 5 3 
ecuație numai în x cu soluția generală x(t) = ce + A e* -+ —i— 


Apoi se determină vy. 


y= = x — 1/2e” + 1/2 — 1/2t— 1/2 şi înlocuind în prima obținem o 


1 
7 49 


6. Să se determine soluția generală a sistemelor liniare ṣi neomogene 


i f Ya e 
1) Y’ = AY +F, A=|—1 0 ij, Y =| ya |, F =| cost 
—10 0 Ya 0 
R t 
Jre ae A, Y = "| re | 
1 —6 Va gna 
4 —18 9 yı 4418—92 
3) Y! =AY +F, A=|-1 5 2| Y=| y|, F=|2#-— 5 
—3 14 —ó Y3 6P —12i—3 


folosind metoda variațiilor constantelor pentru determinarea soluției parti- 
culare a sistemelor neomogene. 


Solutie. 1) Soluţia generală a sistemului omogen Y’ = AY este 
y = aE” + casin t — Ca cos t, VE = Ca (sin t + cos t) + 
+ ca(sin i — cos £), y} = c e? + cacos t + csin £. 


Pentru a determina soluția particulară a sistemului Y’ = AY + F 
folosim metoda variaţiei constantelor. Anume, căutăm soluţiile 


Yip = Cult) e + caţt) sin i — ca(t) cos £ 


Yap = Cal?) (sin i + cos t) + c(t) (sin £ — cos?) 


Ca(2) ef + ca(t) cos £ + ca(?) sin £ 


Yap 
și determinăm funcţiile çc: ICR — R, i= 1,2, 3 din sistemul 
cilt) et + cz(t) sin £ — c(t) cost = et 
ca(t) (sin £ + cos 7) + c3(t) (sin £ — cos) = cost 
cilt) et + clt) cost + cs(t) sin ¿= 0. 
Se obține 


cos ţ 


t t 
cilt) = Ere — cost], lt = S (sin £ — cos 4) + (sin £ -H cos £) 


cos f 


t 
csli) = (sin 4 — cos) — = (sin £ + cost) 
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și prin integrare avem 


1 e A e E a 
c(i) = — e” — — (cos t + sin t), c(t) = — -— cos t+ — sin? t + 
4 4 2 4 
-93 
PEN sın AA 
4 8 


Aşadar soluția particulară este 


e cos î É A 
y ep sin ź -} cos t 
A 4 z ) 
En i : 
Wep = — a Þe cost + 1/2 sin ż 


ef cost t 3 
la = = + — (cos î — sin £) 
Has e a tal 


așa încît soluția generală a sistemului va fi 


t 
; e cos i 
Sum e Dita cutie Au iat — aa ie e 4 


+ 


+a (sin £ + cos 7). 


st 
Ya = y$ + Yə = Ca(sin t + cost) + ca (sin £ — cos) — F + 


+E cost + 1/2 sin ź 


t 
Ya = VW + Yap = E -+ ca COS É + Ca r 


+ (cos — sin i), te. 


2) Procedînd analog avem 
7 1 
= 200 E + cpt + — e —e2 
VW 1 2 3 EE = 
Ya = eË — cae”? + (1/40)e* + (3]10)e?%, te. 
yı = dcz + ca(2 + 6t) — 1 


3) 4 ya = —caf — a(l Hee + cat H) 
Ys = —2e e — ca(3 + 24) t — cs(6t + 28) t +, tER. 


7. Fie un sistem cu „n“ grade de libertate care vibrează libcr neamortizat. 
Să se determine ecuațiile de mișcare şi modurile proprii de vibrație. 


Aplicație: cazul a trei mase. 
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Ekik-xķ%-1] Ek+lXk-Xk+1) 


E. T di 
Ch (Xp-X-a) ketlăi Xka) 


Xk (i 
Fig. 4.6. 


Soluție. Fie un sistem în care masele mı, Wa, ..., My se deplasează doar pe 
direcția Ox(fig. 4.5). Notăm prin Eu, ..., Ep constantele de elasticitate ale 
arcurilor, iar prin G, ..., C, constantele de amortizare ale pistoanelor. Ecuația 
de echilibru dinamic a masei m, este (fig. 4.6). 

Myte + Erle — Ara) H Erate — Xea) t Cele — ira) H Olke — te) = 
= î,(£), în care variabila independentă este ¢ (timpul). Aceasta se transcrie 

Myr — Ce-a T (Cr F Cia) de — Cekin — Erta + (Er + Ern) We — 


y E prta = f(t), k = 1, 2, saa f 


Introducînd matricele 


Xi Xa Xi fı mu 0... 0 
=] 22] g| | xl 2| f fə M 0 Ma... 0 i 
L Fn Xn Va E, 0 0 Ma 
Taiti —e 00 0 0 7 
— Ca Ca Ca ui (0) 0 
C= | ARI , 
0 0 0... Cai Cos On  O—Ca 
L 0 0 Oe] —Ca Gti 


20 — Probleme de algebră — c. 264 297 


NE+Ea —E U 24 0 9 7 
T 


—Eo EE; —Ea... 0 9 

E = sista II e a i zis ... 3 
0 0 U -EAE = 

L o 0 0.. —E, E+Eul 


ecuația matriceală de echilibru dinamic pentru cele n mase este 
MĂ + CĂ + EX =f. 


În cazul cînd vibraţiile sistemului sînt libere neamortizate, ecuația se 
reduce la 


MX + EŠ = 0, 


deoarece în acest caz C = 0E Maxal R), iar f = 0 EMail E). 
Pentru ultima ecuaţie se caută soluții de forma: 


& 
X = Asin (pi + 8) cu A=] Aj 
LA 
reprezentînd o mișcare armonică sincronă în toate coordonatele. 


În acest tip de vibraţie, configurația generală a mișcării nu se schimbă 
cu excepția alungirii care variază peste tot, armonic în timp, astfel încît 
raportul dintre oricare două alungiri (7) şi x(t), î£4, rămîne constant în 


timpul mișcării. 
Prin înlocuire obținem sistemul 
(E — ÞM): A = 0, unde $? = À. 
Pulsațiile proprii sînt soluțiile ecuației algebrice 
det (E — AM) = 0 
care are n soluții (valori proprii, ale lui E) pozitive (considerațiile fizice 
implică faptul că matricele M și E sînt pozitive definite). Fiecărei pulsații 7, 


îi corespunde un vector A™® cu coordonate reale A®, care este soluția ecuației 
matriceale 


(E — hM) AP = 0. 
Vectorii proprii AY, denumiți și vectori modali, formează o bază. 
Aplicaţie. Fie un sistem compus din trei mase: Mm = M, Ma = 2m, Ma = 
= 3m, E, = 24, Ea = 4a ; deplasarea orizontală a maselor se face fără frecare. 
Ecuațiile de mișcare devin 
mx + Ei% za: Exs = 0 
Maxo — Esta + (Es + Eo) Xa — Ez% = 9 
maxs == Ea + Ez%3 = 0 


miy + 2ax; — 2a x = 0 
(=) 2măa — day, + bax, — 4axz = 0 
Ima — Aaa + Aaa = Q. 
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Notînd 


+= me , ecuația pulsațiilor proprii 
a 


2—) —2 0 | 
—2 6—2) —4 | = 0, 
0 —4 43l 
sau Bo 
— 88}? + 48) = 0, are soluțiile a = 0, d = timi 1,74, 
19 +47 
sa R ai 


Prima valoare Pe = 0, corespunde mișcării de „corp rigid“ a ansamblului 
celor trei mase, deoarece în acest caz, vectorul propriu corespunzător este 
AU = “La, a, a], adică cele trei mase se deplasează identic, arcurile nu se defor- 
mează și poziţiile relative ale elementelor din sistem nu se modifică. Mișcarea 
ci lea nu poate fi o oscilație, deoarece pentru xı = x2 = xs rezultă 

X1 = Xa = Xa = O care caracterizează mișcarea uniformă. Din acest motiv, 
din punctul de vedere al vibrațiilor, sistemul are efectiv două grade de li- 
bertate și anume cei doi vectori modali corespunzători la % şi às. Vectorii 
modali normalizați sînt 


AB = [1 0,13—0,427] și AY ='[1 —1,3 0,5307]. 


§ 4. LINII DE CÂMP ŞI SISTEME SIMETRICE 


4.1. Fie X = (Xa, oo, Xa) un cîmp vectorial de clasă Ct pe o mulțime 
deschisă $, conexă DER”. O curbă z:1—D de clasă C! cu proprietatea 
æ'(t) = X(a(7)), oricare ar fi fel, se numeşte lime de cîmp sau curbă inte- 
grală a cîmpului vectorial X (fig. 4.7). 

Explicit, a= (a, oa): ID, z= 
= %u(0), o, As = %a(2) şi deci 


ta W) = Xa(alh), -s xalh) 


OY 


== X,(x(t)), .... Xalt)) 


Fiind dat X, teorema de existență şi uni- 
citate asigură existența locală a unei linii de 


cîmp, adică a unei soluții a sistemului precedent. RR E 
Uneori se foloseşte scrierea 
d x 
TE — SPL PI î 
Xa, să Xa) Kalsi smj Xa 


cu convenția că dacă un numitor este funcția zero, atunci numărătorul res- 
pectiv trebuie egałat cu zero. 
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4.2, Fie X = (X, ..., X) un cîmp vectorial de clasă C! pe D. Un sistem 
diferențial de tipul i 


2m. 


dt, 
X(x, maia Xn) Xa, s... Ža) 
se numeşte sistem simetric. 


_ O funcție f: D —R de clasă C! se numește integrală primă a sistemului 
simetric dacă Dgf = 0. Echivalent, f este constantă de-a lungul oricărei soluții 
a: I —D a sistemului, adică fo a = const. 


Dacă X este un cîmp de clasă C! și xeD este un punct în care X(x)#0, 
atunci există o vecinătate U a luix astfel încît sistemul simetric admite n—1 
integrale prime f}, ..., În funcțional independente pe U și orice altă integrală 


primă este o funcție de acestea. În aceste condiții soluția generală a sistemului 
poate fi scrisă sub forma 


fil% Sa Xn) = Ĉi, e fiati, saas Sa) = Oua 


Dacă se cunosc n —2 integrale prime funcțional independente ale sistemului 
simetric, atunci găsirea soluției generale se reduce la aflarea soluției generale 
a unei ecua ţii diferențiale de ordinul întîi. 


4.3. Pentru determinarea soluției unor sisteme simetrice particulare se 
utilizează metoda combinațiilor integrabile. În ipoteza că există funcțiile 
Lui n 


N: D —R, i=l, ..., n, de clasă C}, astfel încît DD à dx, = df și > NĂ=0, 
i=l s=i 
dn PANĂ a 
Ă, la 
2 AX, 


rezultă df = 0 şi deci f(x}, ..., Xa) = c, adică f este o integrală primă a siste- 
mului simetric. Expresia >D à dx; = df, cu condiția 23 A,X; =0, se numește 


combinaţie integrabilă. 


din 


4.4. În cazul spațiului cu trei dimensiuni, se utilizează notațiile 7(x, y, 2)= 
RETA i + vax, y, 27 + va(x%, y, E, 7=xi + yi + zR, dř = dxi + 
+d y7 + dzķ. Sistemul simetric 

dx dy ____ ___ dz 


v(x, 9,2) v(x, y,2) v(x, y, z2) 


este echivalent cu ecuația vectorială Xd? = 0. 


Exerciţii şi probleme 


1, Se dau cîmpurile vectoriale definite respectiv prin 
1) B(x, y 2) = cai + 22 — 997 — xR, 30, 230, 
2) B(x, y, 2) = ly + 2T — yz + xi + ely — jh, xyz#0, 


— 
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3) Dlx, y, 2) = yT + xyz] + apă, xyz #0 


4) F(x, y, z) = azi + yz] — (42 + VE, x>0, y>0,z>0, 
5) B(x, y, 2) = (y — 2) — y(x — 20] +(x — y)k, 2>0, y>0, 2>0 


Să se determine liniile de cîmp. 


Soluţie. 1) Sistemul 
dă _ dy __ dz 
xz Oa(2x—y) =x? 
implică 
sisira NR E, 
dx x 
Deci 32 + 22 = g (als — y) = ča pe 140, z#0. 
2) Din 
_ dr z dy = dz 
lyt) =y t x) Py x) 
deducem 
sx a maa 
x y x y r 
sls tz) —y(z + x) 0 
dn dy à dedy de 
PE. O LA y z2 
x+z —z—x —y+x 0 d 


Ca, pentru xyz% 0. 


E — 


1 
Rezultă | xyz| = c, — + 
x y 


3) Sistemul 
dx __dy __dz > KIER, 
y xy xyz 
conduce la 
dy de, as A xyz o0, 


4) Din 
iy , 
BA sa El C. „x>0, y>0, 2>0 
xz yz (x+ y’) 
rezultă 
dx _ dy xdx_ ydy_ zdz _ Xdx + ydy + zdz 
x y xz yz —z(x? + y’) 0 
Deci 
x = ay, XH y +z? = co, x, y, ze(0, œ). 
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5) Deoarece 


da z dy 5) dz Z dx + dy + dz 
(y=) aa) as — y) o 
du w d dx dy, da 
——. E y z, 
y—z —(x—z) x=y 0 
găsim x + y +Z = ct, XYZ = Cə, x, y, ZE(0, 00) 


2. Să se afle liniile de cîmp ale cîmpurilor vectoriale 
1) P(7) =âx7, = const 0, 7#) 
2) P(x, y, 2) = grad fxgrad g, 


, g=] xF ||? 2 = const # 0. 

4 

1) +y H= c (2,7) = 0n 2) eH ytz =e PHHP 

3. Să se determine un cîmp vectorial ale cărui linii de cîmp sînt 
1) 2 — ya = Cp J? — Z4 ca 


) x + arcsin = =, y + arcsin— = Ca 
z 


3) (2,7) (6,7) = c, r(â,7)=ca, unde F = xf + yj tz, r=||7| 
iar 2 şi b sînt vectori constanți 


Indicaţie. Orice cîmp vectorial de tipul 2 = A grad gXgrad 4 are liniile 
de cîmp ọ(x, y,2) = cu, P(x, Y, 2) = ca 


4. Mișcarea unei particule în R?’ este guvernată de sistemul 


dx dy dz 
— = y3, 2, — = ay. 
di dt 
Să se arate că: 


1) dacă două dintre numerele (0), 
nu se mișcă; 


(0), 
2) dacă (0) = y(0) 
parametrice 


2(0) sînt nule, atunci particula 
1, z(0) = 0, atunci traiectoria mișcării are ecuațiile 


= Sec, y = sect, = tg h it (2k 15; keZ; 
8) dacă x(0) = y(0) = 1, z(0) = —1, atunci traiectoria mişcării are ecua- 
tiile parametrice 
1 1 
SE A | y i Z = Á 
E ii 


; £ —l; 
1+ż 
4) dacă cel puțin două dintre valorile (0), y(0), z(0) sînt diferite de zero, 
atunci sau particula se mișcă la infinit într-un timp finit (în viitor) sau vine 
de la infinit într-un timp finit (în trecut). 
Indica aj 
la un punct, 


it. 1) Dacă două dintre numerele x(0), y(0), z(0) se anulează, atunci 
x (0) = y'(0) = z'(0) = 0 şi teorema de unicitate arată că traiectoria se reduce 
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2) —3) Utilizînd combinaţiile integrabile se determină ecuaţiile carte 
ziene implicite ale familiei de traiectorii. Prin condițiile inițiale, se determină 
constantele și apoi se verifică parametrizările propuse. 

4) Din 3%" = yy’ = zz = xyz rezultă x? — cp = y? — Ca = 22 — Ca, Pre- 
supunem. ci > Ca> 63 = 0. Deci 228232 și 22 = x? — e = yY? — Ca, Cu, C220, 
z = A+ 4(2 + c) (22 -F ca). Pentru simplitate presupunem z(0)>0 și = = 


=V F a) e F ca). Rezultă 


; 3 du $ «o du 
Hz) = Ñ m S lim tz) = >>> 
i i, V (302 + ca) (U? + co) > mo e) x (a? + cu) (42 + ca) 


= finită (deoarece integrala este convergentă). 


5. Fie V spațiul vectorial real al funcțiilor reale de clasă C” pe mulțimea 
deschisă şi conexă Dc R”. Fie X un cîmp vectorial de clasă C? pe D și 
fie J: V —V funcţia definită prin S(f) = Dyf. 

1) Să se arate că J este o transformare liniară. 

2) Să se demonstreze că (i) fe V — {0} este un vector propriu al lui Ş 
în raport cu valoarea proprie a dacă și numai dacă (fog) (t) =A", A=f(a(0)), 
pentru orice linie de cîmp aa lui X; (ii) dacă fiecare linie de cîmp maximală 
a lui X este periodică, atunci fiecare valoare proprie a lui J este zero, Aplicații 
pentru n = 2: (i) =ni + Xaj, (Îi) X = xz — %7. 

Soluţie. 1} Consecinţă a proprietăților derivatei unei funcții în raport cu 
un cîmp vectorial. 

2) Dacă a este o linie de cîmp a lui X pe DP, iar f: D — R este o funcție 


de clasă C”, atunci Ttt a) = (Daf)o a. 


(i) Fie Daf = af, a fiind un număr real dat. Ținînd seama de observaţia 
precedentă, rezultă x (fo a) = a(fo a) și deci (foa)(î) = A e”, teI, unde 


A = f(a(0)). 

Reciproc, dacă relația (fo a) (£) = A c”, pentru orice te, are loc pentru 
o curbă a: I — D, atunci Dxf = af pe «(1). Dacă relaţia este adevărată pentru 
fiecare linie de câmp, atunci Daf = af pe D şi deci a este o valoare proprie 
a lui J, iar f este un vector propriu. 

Aplicaţie. Liniile de cîmp ale lui X = xii + xj, (X1, X2) R?, sînt defi- 
nite prin alt) = (a, cg), teR. Funcţia f#0 este un vector propriu al 
lui $ corespunzător valorii proprii a dacă şi numai dacă f(c.€*, cae?) = e“ f(c., ca) 
pentru orice (cu, ca)e R°, oricare ar fi teR, sau echivalent f (sc, sc) = 
= s*f (c, cz), pentru orice (ca, ca)e R?, Vs > 0. Deci f trebuie să fie o funcție 
omogenă de grad de omogenitate a. 

Să arătăm că pe R? fiecare valoare proprie a lui F este un număr natural n 
și funcția proprie corespunzătoare este un polinom omogen de gradul s. 

Fie f un vector propriu corespunzător la valoarea proprie a. Deoarece 
f#0, dxoe R? astfel încât f(x0) #0. Presupunem a < 0; atunci lim | f(sxo) | = 

s->0 


= œ și deci f nm este continuă în origine; absurd, Rămîne a> 0. 


Fie p> a un număr natural. Fiecare derivată parțială de ordinul p a 
lui f trebuie să fie nulă deoarece ea este o funcție omogenă pe R? avînd gradul 
de omogenitate a — $ < 0. Ținînd seama de acest lucru și de formula Taylor 
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rezultă că f este un polinom, să zicem de gradul n, care se scrie unic în forma 
f = fo + fı + au. + fa, unde f, este un polinom omogen de gradul 4 și f,#0. 
Omogenitatea împreună cu ipoteza 1,740 implică =n şi f= f, (adică 


PA e Să = 0, 
Observaţie. În general, o funcție de clasă Ce şi omogenă pe R” se reduce 


n 
la un polinom omogen.Relația lui Euler >> Ži < (x) = af(x) face legătura 
i=l ~i 


cu aplicațiile precedente. 
(ii) Fie a o valoare proprie şi f vectorul propriu corespunzător. Deoarece 


f#0, Ixe D astfel încît f(x0))z0. Fie a o linie de cîmp maximală a lui X 
ce pleacă din xp, periodică cu perioada T. Rezultă e” = e+), T >O, 
pentru orice teR şi deci 4=0. , îi ` 

Aplicație. Liniile de cîmp ale lui X = Xa — x17, (x1, %2) E R?, sînt definite 
prin a(t) = (b sin (£ + c), b cos (t +- c)), te R. Evident a(t) = a(t + 2r) şi deci 
sînt curbe periodice. Funcția definită prin (x1, 2) — x3 -++ xå este un exemplu 
de vector propriu ataşat valorii proprii zero. 


§ 5. HIPERSUPRAFEȚE DE CÎMP ȘI ECUAȚII LINIARE 
CU DERIVATE PARȚIALE 


5.1. Fie X = (X,, ..., X,) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime 
deschisă şi conexă Dc R”. Fie f:D—R o funcție de clasă C! și M :f(x) = c 
o hipersuprafață denivel constant c. Dacă X este un cîmp vectorial tangent 
la M (fig. 4.8), adică (X, grad f) = 0 sau Dyf = 0, atunci M se numeşte hiper- 
suprafaţă de cîmp sau hipersuprafață integrală a lui X. Explicit, hipersupra- 
fețele de cîmp sînt caracterizate prin ecuația diferențială 


of (x)=0, 
VE m 

care poartă numele de ecuație liniară omo- 
genă cu derivate partiale. 

O hipersuprafață de cîmp mai poate fi 
privită și ca fiind o hipersuprafață generată 
de linii de cîmp ale lui X. Pe de altă parte, 
„liniile de cîmp ale lui X sînt soluții ale siste- 
- mului simetric 
dx di, 


(2) = 


..„. = EN] Li 
ul xX ) X n\¥ ) 
numit sistem caracteristic, 


5.2. Orice integrală primă a sistemului (2) este o soluție a ecuației (1). 

Fie fi, .. fa- cele n—1 integrale prime funcțional independente definite 
de sistemul (2) în vecinătatea unui punct în care X(x)#0. O funcție f de 
clasă C? este o soluție a ecuației (1) dacă și numai dacă ea este de tipul f = 
= (fi, ce-i fa1). În consecință, orice soluție a ecuației (1) este o integrală 
primă a sistemului (2). 

Concluzii: pentru găsirea soluției generale a ecuației (1) este suficient să 
determinăm soluția generală a sistemului (2); pentru găsirea soluției generale 
a lui (2) este suficient să determinăm n — 1 soluții funcțional independente ale 
ecuației (1). 


„grad f 


(1) X(x) 4 (x) +. + X(x) 


Fig. 4.8. 
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5.3. Fie f = (f, ..., n-a) soluţia generală a ecuației (1) şi M, : O(f.(x), ... 
«o În-a(%)) = c familia hipersuprafeţelor integrale. 

_ Problema lui Cauchy pentru o ecuație de tipul (1) constă în determinarea 
hipersuprafeței integrale care să conţină o varietate cu n — 2 dimensiuni 
T: Elki ss Xa) = 0, hf, i, Xa) = 0. 

n anumite condiții problema lui Cauchy admite soluție unică. Pentru 
cazurile particulare se observă că hipersuprafața căutată poate fi privită ca 
fiind generată de curbele integrale ale sistemului (2), f(x) = cy, ..., fp a(2) = 
= Cp, Care întîlnesc pe l. Ecuațiile fi(x) = c1, «i, fn) = Car, g(x) = 0, 
h(x) = 0 formează un sistem algebric de n+ 1 ecuați cu n necunoscute Xy, ..., Xy 
Eliminînd pe xı, ..., %, obținem condiția de compatibilitate (cs, ..., Cp-1) = 
şi apoi eliminînd parametrii Cu, ..., Ca găsim hipersuprafața integrală 
M: O(fu(x0), e fn-3(%)) = 0. 


5.4. Ecuațiile liniare neomogene cu derivate parțiale au forma 


=F{z, f); 


f A, 
PT A E A A A 
2% Xa 


ô 


unde f este funcția necunoscută. În acest caz f se caută sub formă implicită 
(x, f) = 0, ecuația diferențială reducîndu-se la o ecuație de tipul (1) căreia 
îi corespunde sistemul simetric 


Xa, îl) F(x f) 


Se află soluția generală a acestui sistem, apoi soluția generală 0 a ecuației 
diferențiale corespunzătoare și din (x, f) = 0 rezultă f. 


Exerciţii şi probleme 
1. 1) Să se scrie ecuația carteziană implicită a suprafeței cilindrice pentru 
care generatoarele sînt paralele cu dreapta x — y + 3z— 1 =0, x + 2y — 


2 2 
— z + 2 = 0, iar curba directoare este elipsa E, L Z = 1, z=2, 


2) Să se scrie ecuația carteziană implicită a suprafeței conice cu vîrful 
2 
în punctul V(1, —1, 1) şi avînd curba directoare A — y= 0, z= 4. 


3) Să se determine ecuația carteziană implicită a suprafeței obținută prin 
rotația parabolei y? = 4z, x = 0 în jurul axei 0z. 


Soluţie. 1) Ecuația cu derivate parțiale a suprafețelor cilindrice din R?’ 
este 


Dă cz 
L— Z m = A, 
x% cy 


unde Z, m, n sînt parametrii directori ai generatoarei. În cazul nostru ecuația 
devine 


aa SR aa fi 
hE 2y 
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Sistemul caracteristic asociat, 


admite soluția 4% + 5y = cı, 3x + 5z r Ca. Condiția de compatibilitate a sis- 
p 2 

temului 4x + 5y = cu, Bx + 5z = Co, F + T = 1, z = 2 este 50(c— 10)2+- 

+ 9(3c1 — 4c, + 40)? — 450 = 0. Eliminînd pe cı, ce găsim 50(3% -+ 5z—10)+ 

+ 9(12x + 15y + 40)? — 450 = 0. 


2) Ecuația cu derivate parțiale a suprafeței conice cu vîrful în V(a,b,c) 
este 


az 22 
x — a) — + (y — b) — =z c. 
ta 
În cazul problemei aceasta se transcrie 
C=) (9 Eat 
ôx ay 


Întegralele prime funcțional independente ale sistemului simetric asociat sînt 


> , (x, y, z) = zT : . Condiția de compatibilitate a sistemului 
z— z— 


(x, y, 3) > 


e 2 
paiana M Zil yo =A. 


= ô, 
i e as] 


este (1 + 36)? — 12e + 4=0. Deci (3x— 4}? — 12(y + 1) (z — 1) + 
+ 4(z — 1)? = 0 este ecuația căutată. 


3) Dacă axa de rotație are ecuațiile $= —=—, atunci ecuația cu 
derivate parțiale a suprafeței de rotație este 


(ny — mz) eE (lz— nx) RR mă — ly. 
ex ôy 


E, 


În cazul nostru, J=0, m = 0, n = 1, găsim 


z êz 
Y — — y% = 
oz ĉy 
Sistemul caracteristic asociat 
dx _ dy _ dz 
y =% 0 


admite soluția generală x% + y? = ca, z = ca. Rezolvînd problema Cauchy 
obținem 42 = 42 + y’. 

2. Fie V spaţiul vectorial real al funcţiilor reale de clasă Ce pe DceR? 
şi fie S:V — V funcţia definită prin 


at at at 
S(£) = — — Da 3 r T y Pauli 
(£) ra (y + LT + (3y + n 
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t) Să se arate că J este o transformare liniară. 
2) Să se determine Kerg. 
3) Să se rezolve ecuația (f) = f. 


Solutie. 1) f,geV și «, BER. Atunci 
+ pe) = Ze (ef + Bo) — (9 + 20) Flat +g) + (3 42) $ (af +B8) = 
2 af 
= d — (y +22) Ž +3y+ 42) Zl sa — (ya) 2 s tB 42) = 
ax Oy 02 
= «T (f) + BS(g) în baza liniarității operatorului de ia parțială. 


2) Kerg = (f/S(f) = 0}. Determinarea lui Ker J revine la găsirea solu- 
ţiei generale a ecuației cu derivate parțiale 


ELA — 020924 69 +42 =o. 
ôx 
Sistemul caracteristic asociat, 
dx _ dy ___ dz 
1 O+) yta 


implică 
T dy + dz a 8dy + 2dz 
2(y + 2) 8y + 22 
şi deci admite soluția generală e7 (y + 2) = c e7(3y + 22) = ca. Rezultă 
Ker J = {f| f(x, y, 2) = 0 (7 (y + z), e*(3y + 22))). 
3) Ecuația S(f) = f este liniară neomogenă. Sistemul caracteristic asociat 
dx dy ë _ dz df 
Îi: ua —(y + 22) 3y + 4z f 
admite integralele prime (x, y, 2) = (9 + 2), €*(3y + 23), “f(x, y, 2): 
Soluția. generală a ecuației este definită prin 
(Ply + 2), (3y + 22), eix, y,2) = 0. 
3. Să se formuleze și să se rezolve sară de tipul precedent în cazurile 


) s = ay E 
2) 500 =D — a) 
n 1 F 


R: 1) Kerg = (£| Ex, y, 2) = 0 (xy, 22 + y? — 22)}, 0 (xy, 2? + 3? — 2z, 
atia, y, 3) =0. 2) Kers= lilia) = MS, m a) ar 
XA AX — da xı — th 

Xn — ln f(x) 


Xi — d xı — 4 


= 0. 3) Kerg = {f| f(x) = 0 (x$ — xi, 1t — 4), 


pt 
o(s — 2, sin 34 — 24, î() ep(— A = 0. 
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4. Fie cîmpul vectorial definit prin 
V(x, y, z) = (x — Va2 4 y2 + i + y7 + zÈ. 
Să se determine funcțiile diferențiabile f: R? — {(0, 0, 0)}} — R cu propric- 


tatea Daf = 0. 
Soluție. Ecuația Dat = (Ñ, grad f) = 0 se transcrie 


TE e ae E aT păi ai 
ĉx 0y ëz 
Sistemul caracteristic asociat 
_ dx _ dy _ dz 
xv y+ y z 
conduce la 
dy dz xdx+ ydy -+ zdz d 
9 = A. 
y z JHF 


Rezultă soluția generală y = caz, x+ Jx y? + 22 = Ce. Deci 
E(x, y, 2) -o(2, syy 2). 
z 
5. Problema precedentă pentru cîmpurile vectoriale definite prin 
1) Pix, y, 2) = yadi (xy aT A aH y Hak 
2) P(x, y, 2) = a(g? — Pi e + 2)j + efa + yk 
8) Pla) = nUr o H aUn 


; iz ac see pa ci EEA a a 
Bi 27 [a N dei) a i a e E 
2) f(x, y, =0(2, A+A), 3) f(x) = (2.2) 

k 1 1 


6.) Pentru fiecare dintre următoarele cîmpuri vectoriale să se determine- 
suprafața de cîmp ce trece prin curba specificată. 


1) Dix, y, 2) = xy? + 3297 -zl + 99, (x, y, 2jeR?—((0, 0, 0) 
C: +y =d, aIl. 

2) Plx, y, z) = x — 237 + y(1 + 2327 + 2l yk, cd Apă 07 >0, 

a 

Ciaya, gmb. 

3) Pix, y, 2) = a(x — yE H yy — a) + ela? + 9998, (x,y,2) ER — 
— {(0,0,0)} C: 2 + y? + xy = 1, z=. 

4) Dlx, y, 2) = 2æzi -+ 2yr] — (x4 y? — 2), (x, y,2)e RY — {(0, 0,0). 
C: per ?2=1,24+1=0. i 


Si ” Ta 
5) Pix, y, 2) = xi +y] + 4R, ago, C:s ymn, ami, 
xX 
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6) Plx, y, 2) = xla + 32)i + 2997 + 227%, y#0, z#0, C: 2 +y = 
= 9, =, 
7) Pia, +3) = 24i + 5x7 + 5xzk, x, y,z#0, C: x=0, 2y+z=1. 


8) P(x, y, 2) = (x2 — xy — y? — PT + (2 +y — yz — 274 (2 — at 
— xz + yzk, y? — 2 — ua yz, Ci 324 y2422—3x—y — 
— 2z = 0, y= 7. 


Soluție. 1) Sistemul diferenţial al liniilor de cîmp, 


dx _ dy = dz 
xy ay aty’) 


implică 
dy dy d(xy) dz 
a EN e 
y x xy z 
Obţinem liniile de cîmp x? — y? = Cp XY = Caz, 

Se consideră sistemul algebric x? — y? = cu, xy = caz, X + y = 4, z= 1. 
Eliminînd pe x, y şi z găsim condiția de compatibilitate cî -+ 4c = 16. 
Eliminînd pe cı Și ca rezultă 

(42 — 92 z — 162+ xy =0., 

dx ZA dy _ dz 
x(1 — 2y) —y(1 +2) 2e t y’) 
conduc la 


E Es za == EF — 2») dy, A da = 2(4 da — y dy) 
x y z 


2) 


şi de aici găsim 
KIEF =, AWP = ba, 


Suprafața de cîmp are ecuaţia carteziană implicită 
2 — gt 3g 
(etm ET) + 49 =ë, 
ab b 


n dx dy d(x? — y dz E 
3 = cert a RN Rezultă. xy = c} a? — y? = Caz, 
x y Vy z 


Ecuația carteziană implicită a suprafeței de cîmp este 
2 AIBA 
TE pie a (x 2 ) | 
2 


pit, trip 
x y Ka Pe 2 x 
zi, IE h 2 E = Caz. Suprafața de cîmp are ecuația 3x2(x2 -+ y? -+ 


. Liniile de cîmp au ecuaţiile y = 


) T amy = Bay zx? — y? = cax?. Suprafața de cîmp (y? — zx? + x) (y — 
— 7 


i _ dy _ dz 
x(x2+8y?) 2y? 2y?z 

= ¢ə%°. Punem condiția ca sistemul z = cy, y(x? + y?) = 2%, x? -+ y? = 9, 
z=? să fie compatibil. Rezultă relația 186, = (9cł — 4) cə Eliminînd 
pe cı şi ca obținem ecuația carteziană implicită a suprafeței de cîmp, 
(x? + y°) (92? — 492 = 18222, 

7) Liniile de cîmp, y= cz, 5x? — 2f = co Suprafața de cîmp, 
(5x? — 2°) (2y + 2 + 2# = 0. 

8) Linii de cîmp, x? + y? + 2? = c1, % + y + 2 = c. Suprafața de cîmp, 
(= — 1} + (y — 1? + (> 1} = 3. 

7. Să se rezolve problema Cauchy 


. Obținem liniile de cîmp z = cy, y(x? +4) = 


f di cf 
a(s + y) + slaty) (aa 2y a m0; 
dx y ĉz 
y=1, wt y+2=3, 220, st—y, ZER. 


Soluţie. Ecuația dată este liniară. Scriem sistemul caracteristic asociat 
NOR... TOES- IND VINIL SO 
=al +y) WI (5 — y) (2292) 


și determinăm două integrale prime funcțional independente ale acestuia. 
Anume A = y, àa = x, dn = 0 definesc o combinație nulă cu numitorii sis- 
temului, iar ecuația Pfaff corespunzătoare ydx + xdy= 0 este complet 
integrabilă cu soluția xy = cı și deci (x, y, 2) — f(x, y, 2) = xy este o inte- 
grală primă. Analog, M = 2(x + y) + z, ħa = U(x + y) +z, ^ = (x + y) 
definesc o combinație nulă cu numitorii sistemului, iar ecuația Pfaff corespun- ` 
zătoare [2(x + y) + zl d(x + y) + (x + y) dz = 0 este complet integrabilă și 
se mai scrie 
_d(x +9) _ dz N 
x+y 2(x + 9) 4 2 
Soluţia ei (x-+y) (x4+y+2) = ca. Deci (x, y, 2) — falx, y, 2) = (x y)(x+ y+ 2) 
este a doua integrală primă. 
Cum 

[zh ôn 27 

ôx ôy ca . 4 
rang = 2, oricare ar fi 30, x#—y, zeR, 

L ôx ôy zl 
rezultă că fı, fa sînt funcțional independente. Eliminînd x,y,z în siste- 
mul y=1, z+ y+z=3, xy =c, (x+ y) (x+ y+ z)= ca, obținem 
B (c41) — ca = 0 şi deci 3(xy + 1) — (x + y) (x + y + 2) = 0 este soluția 
problemei Cauchy. 
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8. Să se determine soluțiile generale ale ecuaţiilor de mai jos și acolo unde 


este indicat să se rezolve problema Cauchy corespunzătoare. 


1) PE ETN s0, 250, (4, y, D) = 
ax ôz 


2) ri + (y +E) M 0, a = const, ze[—a,a], x> 0 


y 


CZ az Fi) 3 
3) TA s5 = [12 + 9 sin a, «Efo, 27) 


4) (ep E 0, fO yz) = 209 — 2) 
ax 2y az 
ad af cf 4 
5) (1 + 322 — + 29 — =0, f(0,y)=y 
% y 
6) (x? — TR E En TEA + dag E. = 0, 420, y#0 
GEJ 09 22 


7) y3 + y? 4 22) a — 2x + 22) = — 2xyz = 0, 240 
ôx y 


9) x(1 — 2y?) = — (1 + 230) 2 — Refa + 92), 220, yA 
x 2y 


10) day di — ax?y îi +- z(by2 — ax?) APR 0, a,b = const, vy#0 
ë% ôy âz 


11) zà -+ Au P Haage, 0 


ĉx ` y 
12) x(x? — 22) a — y(x? + 2’) ar +(x + y’) DE ua 0, x0 
ax ay ĉz 
sf sf P 
13) aL ay 2 Pi = f, 240, î(1,y,d)=y+2 
ax 2y i 
14) pa — PR = 0 
ĉ ëy 
15) + = 0 
$ 
16) E a O 
3x  ây 
17) ahy =0, f(y) = 
ôx ëy 
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18) A z, x#0 
8y 


e p 2 
19) E ET EA x#0 
dx 2y ge 
2 aZ a, g3 02 2 2 
20) x(x + 3y) — +23 — — 2922 = 0, x#0, y#0, C: x + y? =a, 
ex 2 
z=b 
21) xz că + ga. + 4y = 0, y0, C:ay= 9, 2—3 
ax ĉy 
22) s — yZ =r y, aa, y) = H y 
2x 2y 
23) pp i E E (x, a) = x% — a? 
ax 2y 
„éZ cz 2 2 2 j ; 2 
24) y-— +x = = a t y", (x, y)ER — {(0, 0)}, zla, y) =1-42y + 3y 
CX CY 


iyi + 2xz = 0, z240, C3? + 2# = 2, z= 1, 
ôx Ey 


25) (+2 — 2”) 


Solutie. 1) Sistemul caracteristic asociat 


dx_dy_ dz 


PaE" : a cau n it 
admite integralele prime (x, y, 2) — v, —- Să dovedim că acestea sînt func- 
z 


tional independente, Într-adevăr 


0 1 0 


i ud i i fe Să at PN iat 
Soluția generală a ecuatiei este definită prin f (x, y, 2) = ef Y, =] - Dacă 
z 


Y 
z= 1, atunci =c, y = c astfel încît f(x, y, 1) =x”=c]. Deci f(x, y, 2) =- . 


i 
DP ii admite soluția generală z = a, y + 


x pala — 2? 
2 2 
S A yaz 
+ Va2 — 22 = cx. Deci ofz ITET) 0, 
i x 
dx _ dy _ dx 


—- 


x y Va? y? sin a 
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implică 


da _ dy 1/2 d(a + 9) A 
a y yx 4 y? sin a 
Rezultă x =c și Vx? +y? =—— z +ê. Deci 
Sin & 
o AFF =. 
y sin a 


dx dy dz 
=y e y 
este echivalent cu 
ydy = zaa (2 — y d(y — 2) = da. 


Prin integrare găsim y? — 22 = c, (y — z)? + 2x = Ca. Soluția generală 
a ecuației este definită prin f(x, y, 2) = (y? — 2°, (y — z)? + 2x). Soluția 
problemei Cauchy, f(x, y, 2) = 2y(y — 2) + 2x. 


dx dy gdy dy 3 
5 --— =, Rezultă ————— =— cu soluția y? = (144e. 
) (1 aa y (12 aa) x ţia y (14 ac 
p2 
Soluţia generală a ecuației este (x,y) — f(x, y) = a =) iar solu- 
ţia problemei Cauchy este definită prin f(x, y) = 7 a za 
x 
6) DEE. n aa dz >= Gy, Xy + = er. 


x3 — 3x? 2y? 2922 
Soluția generală a ecuației, 


3 
(x, y, 2) — f(x, y, 2) = ofŻ, y+ z) 
y 


dx dy č dz 
Be aHa) 2r a) 2ye 
este echivalent cu 

A(232-4+-9% dz d Hyt O dz 
2x y? zo f + y2 + 22 oz 
E al ul ai x pă «22 
2? z 

Soluția generală a euaţiei este definită de ecuația 


2x + pă 
ON E Tgh: 
xt yta -xf z ) 


Li 


şi deci admite integralele prime (x, y, 2) — 


Ap dz 
8 ax oa AN aso S o 
) xy? x2yw g(a? A+ y?) 
Din xdx= yd cu n rezultă combinațiile integrabile și integralele 
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9 


: xy j . scai AS 
prime (x, v, 2) = x? — 992, ——. Soluţia generală este definită prin z= 
z 
= xyo(x? — 32), unde este o funcție de clasă Ct. 
9) (x, y, z) — xy e*-7, ze”-* sînt două integrale prime funcțional inde- 


pendente. Soluţia generală a ecuaţiei este z = — ọ(x y 6-7). 
xy 


ds _ dy _ dz 
bxy?  —ax?y  z(by?— ax’) 


TE-A A. PRR 
247z 2y say? 
Găsim liniile de cîmp y = cix, 4? + 92 + 22 = Cax și soluția generală a ecua- 
tiei este definită de ecuația x? + y? -+ 2? = x 2 . 
x 


BO Dl OE a combinaţii integrabile, Solu- 
zy x 


ia generală a ecuației are expresia 


12) xdx + ydy + zdz, 


f(x, y, 2) =ofr+y+z, ap 
x 


13) Soluția generală este definită prin (xy, yz, yf(x, y,2)) = 0. Din 
X = 1, u = Xy, Ug = yz, ug = yf rezultă %ı = y, Üa = yz, Ba = yf şi deci 


g= l yu, 1= ar, f= =, Condiţia f(1, y, z) = y +z implică f = 
e Wi Ui 
=f 2 Deci f(x, y, 2) = u, + gy da 
Uui xX 
14) Di a pala af Soluţia generală a ecuaţiei, (x, y,2) — D(2, zx24+y?). 
A xz 
15) r Sa „ Soluția generală a ecuației este definită prin 
Va 


16) da _ dy _ dz Se obține ofz z zi ») = 0. 
z — 1 0 z 
dx dy . es : iți 
17) E E eu, implică xy =. Deci f(x, y) = ® (xy). Condiția 
x% y 


f(1, y) = Q(5) = 9 implică f(x, y) = 3292, 
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18) SE Soluția generală a ecuaţiei este definită prin 
x z 
z= e* e(x) 
i EX a AP SE i oia ai EEE <A pc 
i 3y ay E: 3y 
x2 


2y 2y? a š T 5 ii ză 
=s ry +r dx. Soluția generală a ecuației este definită prin z= 
x 


z : f 
20) ————— =— =——. Găsim integralele prime functional inde- 
) z(a? ++ 392) 295  2y?z zi á ' 


pendente (x, y, z) — 2 a (42 + y°). Soluția generală a ecuației este definită 
y x 


de aa + |: 
g2 
Condiția de compatibilitate a sistemului z = ciy, y(x? + 32) = cax?, z= b, 
x + y? = a? este ba?cı = (a2c7 — b?)ca, Eliminînd pe cy, ce rezultă suprafața 
căutată, (x? -+ y’) (222 — 0292) = a2bx22, 


21) dx _ dy _ dz A 
xz yz —xy 
Rezultă 
de d, 2zdz + yd% + xdy = 0 
x Y 
şi deci 


(, Y; z) ei i z + Xy 
sînt integrale prime. 


i s Sy Ey, -5 
22) Soluția problemei Cauchy, z = T E fe di y+ a. 
a a 


Ei 


2,2 ear 
23) Ø(xy, z — 1/2 (x + y)) =0 şi z= ŠZ 1/2 (x + y)? — (2-4 
& a 


2 
+ a) — g. 


24) Soluția problemei Cauchy, z = (x? + y2) arc sin 


bj 
N ara E y2 


25) Soluţia problemei Cauchy este definită prin 2(42-- 92-25 — 
—9( +2) =0. 


9. Să se rezolve problema Cauchy 
02 02 
ka + bla i =0, 
x 3y 


ze Cl, cu z(x, 0) = 0, ọ:[0, k]—R continuă, a > 0. Unde este definită soluția 
problemei? 


10. Mişcarea unui punct material atras de un centru fix este caracterizată 


27 d = 7 
prin ecuația Newton m =F, unde F = — km BE Să se arate că func- 
dr c t fa FN dr 
tiile definite prin T = 7x— şi m = — ( x— ae PRAI integrale 
P di EV a a “13 i 
prime ale ecuației. 
Solutie. Găsim 
di dr d? a E ao 7 ë> 
E: i: a a „Ana mie, 


7 S-ar] ae tiri di i e 


= (2) ai 


Integralele prime dau informații complete asupra traiectoriilor, Într-adevăr, 
avem (T, 7) =0; deci dacă #0 mișcarea se efectuează într-un plan orto- 
gonal pe vectorul 7. 


atly 7) d7 „ 1 daf 1 d? 


Din xZ ak n = |F]? T rezultă (G AL 7 = -— E şi 
deci (m, 7) = — JE + |7I|. Deoarece z=; Ai (m, 7) este proiecția vectorului 7 
3 172 
pe axa de direcție m, numărul = (m, 7 Taan reprezintă distan- 
idi [imi] - & 


ța de la punctul de pe traictorie la o dreaptă d perpendiculară pe m dusă la 

ñ? 
IEI] 4 
conică avînd focarul în O, directoarea d și excentricitatea |]m]]. 


ER 


distanța —=—— de O; deoarece ||ș || = OM, rezultă că M se mișcă pe o 


$ 6. HIPERSUPRAFEŢE ORTOGONALE LINIILOR DE CÎMP ȘI ECUAȚII PFAFF 


6.1. Fie X = (X,, ..., X,) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime des- 
chisă şi conexă Dc R”. Fie f: D — R o funcție de clasă C? şi M: f(x) =c 
o hipersuprafață de nivel constant c. Dacă X este coliniar cu grad f, adică 3A:D—R 
de clasă Ct astfel încît X = à grad f(fig. 4.9), atunci M se numește hipersu- 
prafață ortosonală liniilor de cîmp ale lui X. 
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Deoarece (da, ..., dx) este un vector din 
planul tangent la M în punctul x rezultă că o 
hipersuprafață ortogonală liniilor de cîmp ale 
lui X satisface ecuația 


Kil data Faua tA da, = 0. 


6.2. Cîmpului vectorial X = (X,, ..., Xna) de 
clasă C! pe D îi atașăm 1-forma diferențială 
o = X(x) dxa + e. + X,(x) da. Ecuația o=0 
se numește ecuație Pfaff. 

(1) Dacă D este un interval n-dimensional și dacă 

aX: 2%, 


(= 


ET 2%, 


(x), pentru orice xeD, 


atunci funcția 


x— f(x) = | i Xil% îs Fa) da +| : X (X10 Xa, sess 1) dYa Fe t 


Dic 273 Žao 


+ Kalki «++ laii Ka) ALa 
are proprietatea df = X; dxi + ... + Xn dx, Și deci soluția generală a ecuaţiei 
Pfaff este definită prin f(x) = c. 


Dacă D este o mulțime convexă și dacă 2% 1) = 2% (7), pentru 
x, 2%, 


1 
orice YyxeD, atunci funcția x —g (x) = (X (xo + t(x — Xo), (x — 20)) dz 
0 


are proprietatea dg = X, dx, + ... + X, dz, şi deci soluția generală a ecua- 
ției Pfaff este definită prin g(x) =c. 


Ecuațiile Pfaff pentru care D este conex și simplu conex, iar 24 (a) = 
Ar 


— 24 
êX 
ecuaţii diferențiale exacte. 
(2) Fie D o mulțime conexă şi simplu conexă. Uneori există o funcţie 
nenulă u: D— R de clasă C! astfel încît 


u(x) Xula) da + e + pa) Xa) da = 0 
să fie o ecuație diferențială exactă. Funcţia u se numeşte factor integrant 
şi satisface sistemul cu derivate parțiale 

2(uă - (ux. 
(u i) (x) (u 3) (x). 


GER VEZ 


(x), pentru orice, xe D, adică X este un cîmp potențial, se numesc 


Ecuațiile diferențiale exacte și ecuațiile Pfaff care admit un factor integrant 
se numesc ecuaţii complet integrabile. Soluția unor asemenea ecuații depinde 
de o constantă arbitrară. Cu alte cuvinte cîmpurile vectoriale corespunzătoare 


alz 


unor ecuații complet integrabile admit o familie cu un parametru de hipersu- 
prafețe ortogonale liniilor de cîmp. 

O ecuație Pfaff în două variabile este complet integrabilă. În general, 
ecuația œ = 0 este complet integrabilă dacă și numai dacă o A do =0 
(bineînţeles, se presupune că mulțimea pe care lucrăm este conexă și simplu 
conexă). 

(3) fe cn că ecuația Pfaff nu este complet integrabilă, adică X 
nu posedă o familie cu un parametru de hipersuprafețe ortogonale liniilor de 
cîmp. O asemenea ecuaţie Pfaff definește o infinitate de curbe integrale al 
căror ansamblu se numeşte Aipersuprafajă neolonomă. 


6.3. Fie X #0. Înlocuind pe Xyp... poa CU Ug e Mpa ȘI pe Vp CU Z 
ecuația Pfaff se poate transcrie în forma 


dz = fifty ses; Warr 2) Atty + see F Înca «o Unas 2) dia 
fp a t= f til 


£ 


De aceea o ecuație Pfaff este echivalentă cu sistemul 
— => filth, oo Vo 2, t= l, ane l. 


Dacă mulțimea D este deschisă, conexă și simplu conexă, atunci condițiile 
de complet integrabilitate ale sistemului sînt 


622 022 


Cup, OUOU 


sau echivalent 


ct ef ef, ef, g 
Tipi pp ijel, 
ĉtt, êz cu, cz 


6.4. Un cîmp vectorial X se numeşte biscalar dacă există două cîmpuri 
scalare à și f funcțional independente astfel încît X = A grad f. Dacă A și f 
sînt funcțional dependente, atunci cîmpul X = A grad f este un cîmp potenţial. 

Discuţia precedentă arată că X este un cîmp biscalar dacă și numai dacă 
admite o familie cu un parametru de hipersuprafețe ortogonale liniilor de 
cîmp. 

6.5. Fie D o mulțime deschisă, conexă și simplu conexă din R? şi X = 
= (X1, Xz, X3) un cîmp vectorial pe D de clasă Cl. O condiţie necesară și 
suficientă ca X să fie biscalar, adică ecuația Pfaff X(x, y, z)dx + Xa(x,y,z)dy-+- 
+ X(x, y, z) dz = 0 să fie complet integrabilă, este (X, rot X) = 0. 

Relaţia (X, rot X) = 0 arată că suprafețele ortogonale liniilor de cîmp 
ale lui X trebuie căutate printre suprfețele integrale ale lui rot X (suprafeţe 
de vîyte]). Această observaţie a sugerat următoarea metodă pentru găsirea 
soluției unei ecuații Pfaff complet integrabile, în trei variabile: se determină 
liniile de cîmp ale lui rot X (linii de vârtej), să zicem pa(x,y,2) = 
= C, a(x, y, 2)= Ca; se scrie X = a grad qi + B grad a, a? + B2740, ceea ce 


permite transcrierea ecuației Pfaff sub forma «d pa + B d oa = 0, unde x = 


= E(9;, 02), bineînţeles pentru 670; rezultă soluția generală ®(ọ1, 92) =c, 
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aceasta nefiind altceva decît familia suprafețelor ortogonale liniilor de cîmp 
ale lui X. Cînd este cazul, din identitatea X = 1 grad Ọ se găsește A. 


Exerciţii și probleme. 
1. Să se găsească soluțiile generale ale următoarelor ecuaţii Pfaff 
1) a(x? + x3 — a?) dxi + x(x? + 42 + a’) dz = 0, (xp t) ER? 


3 -3 
2) (an + xa + z] dă + (a + xax + 5) dxa = 0, (x, 13) E R? 


Kia — 1 


3) (ex + 1) dxi + enm dx = 0, (x1, 32) E R? — Ox: 


Xz 
4) (1 + sin xi) dx + (2 + sin x2) dxa +... + (n + sin x) d3, = 0, 
(Xn ca Xa ER” 
5) EXoXgxa( 2x1 -+ Xa + Xa + Xa) dxi = 0, (Xi, X2, Xg, VER’ 
6) x(x —1) (x3 — 1) dai + xa(x3 — 1) (xı — 1) dx + 
+ xa(xı — 1) (x2 — 1) dx; = 0, x> 1 
7) (2x3 — 3x2) dx + (x3 — 22) dxa + (3x1 — x2) dx3 = 0, 2x1 > %3 


PI 1 
8) dz; = n ES dă, gT E a a = const, x1 > 0, x2 > 0, x+ a> 0 
A Xa 
9) 2x13 dxi + 2x2% dx + (43 — x3 — 43) dxa = 0, x> 0 

10) (x3 — %3 sin x2) cos x; Sin xa dai + (43 + Xa Sin xı) sin %1 COS Xa dX + 

+ (sin xı + sin x2) sin x sin 42 dxa = 0, xı, x2€ (0, 7z), x3 > 0. 
Soluție. 1) Notăm X(x, x2) = x(x} + x — a°), Xelxi 42) = xa( x3 + 

+ 23 + 42). Deoarece 
IX. i 

Să (4) == a (x) = 2%1%2, pentru orice xeR, 
2 Xa öx 

există o funcție f: R? — R cu proprietatea df = X, dı + Xə dxo anume 


x. 


f(x) = | 


“AR 3 — adit (o + A+ a) di= 

0 0 

six axi, ni Pi 
2 2 4 2 


Soluția generală este definită prin 
xi ad t 2a + 2a2(42 — a). 


+ 


3 


3 
2) Fie Xa, xa) = 2x1% + a + A, Xalk xa) = 22 + aa + A 
Deoarece 
dă (4) == da (x) = 2x 324 43, 
ax ax j 
a 1 
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rezultă 


m 12 xÈ “ xio 
f(x) =| (zix F 2 Xa 4- a dż + (a + apt? + Er di = 
3 3 
= a + putut. BR Pam A — a. 


Soluția generală a ecuației propuse este definită prin 


3 Xa( x? -+ a L 3x) =C. 


3) f(x) = i (et + 1) dé + 7 Li ert di = c, 


“Xa GETI 


4) Din o = (1 + sin x1) dx; + (2 + sin x2) dx + ... +(n + sin xp) dă, = 
= d(x + 2x3 + ... F NXa — COS %1 — COS Xa — ... — COS Xp), rezultă soluția 
generală, 


xi + Da + ... + NXy — COS X4 — COS Xg —... — COS Xy = C. 


5) Din o = xz%axa(2 xı + Xa + x3 + xa) dă + Xıxzxa( xı -+ 2x + %3 + 
F x4) dxa + XiXaxa( x + xat 2x3 + x4) dxa + Wata * (X1 + Xa+ Xat 
+ 2x4) dxa = d(x1x283%4( %1 + Xa + Xa -+ x4)), rezultă soluția generală defi- 
nită prin Xi%o¥%sxa( xı + Xa + %3 + %4) =c. 

6) Mulțimea D = { (x1, Xa, %3) ER? | x1 > 1, x2 > 1, xg > 1} este deschisă, 
conexă și simplu conexă. 

Fie œ l-forma diferențială definită de expresia din partea stîngă. Se con- 
stată că do = (x1 — 1) (x3 — x2) dx2A das + (Aa — 1) (xı — x3) dxs A dm + 
+ (x3 — 1) (x2 — x) dxi A dxa şi wAdoe = 0. De aceea ecuația propusă 
este complet integrabilă. 

Se observă că 

1 
saani E a] E 
(x1 — 1)(x2— 1)(%3 — 1) ( 

] 

+h: + 


x — 1 


| ax + (ir : aa + 


ž— I Xa — 


) dzs = Axa + x2 + %s + In (%1 — 1)(x2— 1) (x — 1)]. 


Soluția generală este definită prin 
xı + Xa xs + În (a — 1) (xa — 1) (zs — 1) = c, (%1 %2, %3) ED. 


7) Notînd prin X = (X4, X2, X3) cîmpul vectorial de coordonate X(x) = 
=2 x% — 3x3, Xa(x) = x3 — 2%1, X(x) = 3xı— Xa se verifică relația (X, rot X) = 
= 0, adică ecuația este complet integrabilă. 

Determinăm integralele prime ale sistemului liniilor de vîrtej, 


Rezultă 
Pil Xi, Xa, X3) = 3x1 — X2, PalXı Xa, X3) = ZX — Xg. 
Scriem X = a grad o + ß grad ea și prin identificare obținem 


alx, Xa, %3) = 2%, — Xa, B(x, X2, X3) = Xa — 3x. 
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Ecuația Pfaff devine 
(2% — %3) d(3x1 — x2) + (x2 — 3x1) d(2x2 — %3) = 0 
d Sa RaT 
2x1 — %3 
Soluția generală a ecuației inițiale este definită de 
3x — Xa li 
2x1 — %3 

adică este reprezentată de un fascicul de plane. 

8) Ecuația dată este echivalentă cu sistemul 


xs _ xa +a ôxs _ Xa 


, Xi =>0, Xa > 0, X34+-a4>0. 
dx Xi Xa Xa 


Acesta este complet integrabil deoarece 


EA | ae ia 


da E Xa 0 Xg Xi 


aa rE ay Bere ra: 


xi Xa ESI 0X3 Xi 


Pentru prima ecuație a sistemului cu derivate parțiale asociem ecuația 


d a nai dzi 
xg +a xı 
. A Î . A . . zică ve 
cu soluția x3 + a = xọ(x2). Inlocuind în a doua ecuație a sistemului găsim 
de dx 
— = —— 3 
e Xa 


prin 
%3 +- a = Co, Xr X2, “g + a >0. 
9) Ecuația complet integrabilă cu soluția generală definită prin 
x3 + 2 x = Că, Xg >O. 


10) Soluția generală, xs + sin xı + sin Xp = cxa sin Xa Sin Xa, xı, %2€ (0, 7) 
X3 > 0. 


2. Să se determine factorul integrant necesar pentru ca ecuațiile Pfaff 
de mai jos să devină ecuaţii diferenţiale exacte şi să se determine soluțiile 
generale ale acestor ecuații. 


1) ze +7] da, = 0, ku, ma 3 > 0 
Xi + Xa+ Xa Xa 


2) 2a(x3 -+ 23) dx — 2xxadxs — 2xłxsd xs = 0, (%1, X2, X3) E R? — ((0,0,0)). 
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3) [2x1 + xaaxa(x2 + 42)] dai + [2x2 + xixsxa( xi + xy] dara + 
+ Xixoxa( x? -H x3) dxs -+ Vixoxal x? + 42) daa = 0, xe R°. 
Solutie. 1) Notînd 


In (x1%2%3) Pi 1 


Ah a 
Yı T X2 T a Xi 
deducem 
ðX dă. 7 
(op (x), i#j. 
ôx Xj GXi 


Să găsim o funcție u:(0, 0)? — R de clasă C! astfel încît 


2 (pX ô (y. 2 eta 

(aX) BHX) igj, 
ôx; 0x, 

Acest sistem admite soluţia particulară u(x) = xı -+ Xa + xs. De aceea ecuația 


In (x1%2%3) 
X1 + Xa + Xa 


este exactă, Se găseşte soluția generală, (x1 + Xa + x3) ln (x1%2%3) = c. 
2) Pentru determinarea lui yu. se obține sistemul 


1 
(xı + %2 + z| + lan =0 
xX 


MR. att, (x2 + E 4 PIE.. P — 4xap, 
03 BES Xa CXI 
2 
(43 + pe + tit E = — 43, 
0X3 dx 
care conduce la ecuația 
E E PR fata | x3 + a$ du Jy 
N Xa d i 
1 


cu soluția particulară u(x) = 


(23 + aè +H) 

Amplificînd prin u se găseşte o ecuație diferențială exactă cu soluția gene- 
rală definită prin x} = e(x} + x3 -+ 48). 

3) p(z) = eta, (x2 + 23) gamp, 

3. Fie cîmpul vectorial X = [(@xb)x x7] Xpo w Z, d sînt cîmpuri pa- 
ralele, 7 = xi + y} + zk, (4,7) >0, 6,7)> 0, (îx5, 7) >0. 

1) Să se determine liniile de cîmp ale lui bă şi suprafața de cîmp care se 
sprijină pe curba (2,7) = 1, (6,7)72=1, unde 7? = x? + y4 2 

2) Să se determine suprafețele de vîrtej ale lui R şi să se arate că sint 
ortogonale pe suprafețele de cîmp ale lui 5a 

3) Să se arate că X și rot X sînt cîmpuri biscalare, 
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Solutie. 1) Liniile de cîmp sînt date de ecuaţia vectorială 
(Va xD) x 7IX 7x47 = 7((@ x8) x7, d7) — (7,97) [(2x5)x7]=0: 


Deoarece 7 și (4 X 5) X 7 sînt presupuse cîmpuri independente, rezultă (7,d7)= 


= 0, (2 xb) xF, d7) = 0 sau (Ž, 7) d, d7) — (d, 7) (4, d7) = 0. Prin inte- 
grare obținem ecuaţiile liniilor de cîmp, 7? =, (3, 7), = ca(d, 7). 


Condiţia de compatibilitate a sistemului 7? = 6, (8,7) = cad, 7), (4,7) 
= 1, (È, 7) 7? 1 este a = ca. Rezultă suprafața de cîmp 725,7) = (2 


2) Suprafeţele de vîrtej ale lui X sînt suprafețele de cîmp ale lui ro 


+ 


Acestea sînt generate de liniile de cîmp ale lui rot £ 

Găsim rot X = 3(â x 5) X7, Ecuația vectorială [(2 x d) x 7]xd7ř = = în 
preună cu ipoteza că 7 „ŞI 2 x5 nu sînt coliniare, implică (4x35), d7) = 
(7,d7)=0, adică (4 xb, 7) = cu, 72 = ca. Suprafeţele de vîrtej sînt pata 
prin ©((@ xb, 7), 7°) = 0. 

Deoarece (X, rot X) = 0, suprafeţele de cîmp ale lui X sînt ortogonale 
pe suprafeţele de vrte) ale lui X. i ză 

3) Relaţia (X, rot X) = 0 arată că X este biscalar. Ecuația Pfaff (X, d7) = 

A 


= 0 are soluţia ———— = e, Rezultă 
(xb, F) 
EA =$ Y 
X =r axb, ? 2 orad PE E 
( ) £ (îx3,7) 
Se constată că (rot X, rot rot X) = — 92 xb, (îx5)x7) = 0. Deci 
rot X este biscalar. Ecuația Pfaff (rot X, d7)= 0 are soluția s A = c., Găsim 


rot X = 3(2, 7) grad (b, 7), 
(4, 7) 
4, Se dau cîmpurile vectoriale 
1) Xe, y, 2) = (1 — 0) È + ze 7 + ll Ah 2>0 
2) X(x, y, 2) = x?yzi + xyz] + xyp, x,y, 2> 0 
p877 + 6,7; 
(a,b x7) 
Să se arate că X este un cîmp biscalar și să se determine funcțiile A şi f 
astfel încât X = A grad f. 


3) X(7)=2(2,7) 2 +2(0X7)5 (3, b), (8,5 x7) > 0. 


— ev 
XZ 


R. 1) X(x, y, 2) = — 3232 grad z 


2) Ž(x, 3,8%) = Zr -grad (x? + 92 + 22), 
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3 G= (2x27) grad 


5, Să se determine liniile de cîmp pentru = y + zj + xh, (x,y, 2) 
7 (0, 0, 0), şi să se pună în evidență două suprafeţe neolonome care determină 
aceste curbe. 


Solutie. Sistemul cu coeficienți constanţi 
da ice dy dz 


re soluția” generală 
i a z 
x=cë +e? (a m +e sin 1)» 


2 
m 2 
y=& de HS Ca — pa) costă t " Ca — pc) TE | 


1 


z= cette 2 |- 1/2ca cos 184 - -+ (Za ea) snt. 


Forma simetrică 


y z x 


implică zdx — ydy = 0, xdy — zdz = 0. Aceste două ecuații Pfaff reprezintă 
respectiv suprafețe neolonome întrucît nu sînt complet integrabile, 
Evident, prin liniile de cîmp trec și varietăți olonome; 


a?—ys yt—2z xy 


da _ dy _ dz (x? — yz) dx + (3? — 2%) dy + (2 2 — xy) dz 
y z % 0 


implică d(x? + y? + 2 — xyz) = 0 şi deci x? + y? + 2 — xyz = cu, 
Observaţii. Avem 


si—ay x?—yt y’ xs 


da _ dy _ dz (22 — xy) dx + (x? — yz) dy + (3° — zx) dz 

y z x 0 
Cu toate acestea expresia (22 — xy) da -+ (42 — yz) dy sie (y? — zx) dz, nu 
este o combinație _integrabilă deoarece rot [(z2 — xy) T i + (x? — yz) 7 -= 


+ (y? — zx) î = = 43 #0. Există însă un factor integrant pentru ecuaţia 
(2? — xy) dă + (x? — yz) dy + (y? — zx)dz = 0, dar dificultatea determi- 
nării efective a acestuia este echivalentă cu dificultatea de a găsi combinatii 
integrabile pentru sistemul simetric. 


6. Pe o subvarietate tridimensională se consideră 1-formele diferențiale 
1) = (2x1 + X2%3) dx, = (2 Xa + X1%3) dxs | (2x3 + Xiz — 1) dxs, 

2x1 + Xg% > 0. 
2) Q = Xa( a + X3) dx — X%3 dxa + XX2 dxs. 
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3) o = 2( xa + %3) dai + (x1 + 3x2 + 3x3) dia + (x1 — xa) dzz, 
4x% + 5x3 < 0. 
Să se reducă la forma canonică. 
Solutie. 1) Deoarece dw = 0 și domeniul este simplu conex, există o func- 
ție diferențiabilă f cu proprietatea df = œ şi anume 


f (au, Xa, 5) =f (2x1 + xata) dra + f (220 + aro) dta + 


Zio 20 


x; 

+ : (2x3 + X1o%20 — 1) dx = x} + x3 + 23 4 Xa e. 

Zso 

Considerăm transformarea 
xi = xi + Xa + x H tataas 
xi = a 
x5 = %3 


D (xi, x, X8) 


= 2x, + Xa% > 0. 
D (x1, X2, %3) 


Ținînd seama de relațiile (notații adecvate!) 


3 ôx” 
Q = D Ea Fi 
"= dx 


rezultă wr = |, wy = 0, oz = 0. 


2) Deoarece w Ado = 0, ecuația œ = 0 este complet integrabilă. În acest 
caz există o transformare de coordonate astfel încît 


3 asi 3 x 
Deti ae =0, Doto 


i=1 i=1 3x? 


2 


unde wy sînt funcţiile coordonate ale lui do. 


3) Se constată că Ado = (—4x% — 5x3) da Adaa A das şi deci ecua- 
ţia o = 0 nu este complet integrabilă. În acest caz există o transformare 
de coordonate astfel încît 
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